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Notations
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arabes : [4].
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a` la fin du manuscrit et apparaissent dans le texte en chiffres romains souligne´s : [IV].
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1. Introduction
1 Introduction
Ce me´moire pre´sente mon travail de recherche qui va de la pe´riode de ma the`se jus-
qu’a` ce jour. Tout en portant sur des domaines assez diffe´rents, ces travaux s’organisent
autour d’un fil conducteur qui s’est dessine´ au cours des anne´es. Durant mon travail
de the`se, je me suis inte´resse´ aux phe´nome`nes critiques dans les liquides. Par la suite,
j’ai e´tudie´ les syste`mes ioniques en phase homoge`ne et aux interfaces, a` la fois pour des
syste`mes mode`les et pour des syste`mes plus complexes apparaissant dans le domaine
expe´rimental de la physico-chimie. Mon travail porte sur les apports de la the´orie des
champs a` l’e´tude des liquides avec pour objectif de concilier deux aspects importants.
D’une part, je souhaite de´velopper un formalisme de the´orie des champs dans l’esprit de
Landau, comme un outil simple pour e´tudier les syste`mes complexes dans le domaine
de la physico-chimie. Et d’autre part, je souhaite aussi que cette the´orie des champs
puisse apporter des re´ponses quantitatives. Ce travail comporte des aspects fondamen-
taux, associe´s au de´veloppement d’un nouvel outil the´orique et e´galement des aspects
plus concrets tels que l’application de cet outil a` des proble`mes pre´cis et actuels dans le
domaine de la physico-chimie.
Dans le second chapitre de ce me´moire, je re´sumerai mon travail de the`se dans le-
quel je me suis inte´resse´ a` l’e´tude des phe´nome`nes critiques dans les liquides. Ces e´tats
particuliers de la matie`re ont des comportements universels inde´pendants des spe´cificite´s
microscopiques de chaque syste`me. J’ai de´veloppe´ une description de ces phe´nome`nes
sans utiliser le Hamiltonien de Landau, comme cela est fait dans les approches classiques
de the´orie des champs. Ce travail m’a amene´ a` m’inte´resser a` des ine´galite´s qui sont
ve´rifie´es en ge´ne´ral par certains mode`les de the´orie des champs mais dont j’ai pu mon-
trer que dans le cas des liquides elles sont spe´cifiques du comportement critique. Au cours
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de ma the`se, je me suis ainsi familiarise´ a` l’utilisation de deux formalismes : celui de la
the´orie des champs et celui de la physique des liquides proprement dite. Dans l’esprit du
travail qui allait suivre, j’ai mis en relation des e´quations de la the´orie des liquides et
des e´quations de la the´orie des champs. Ceci m’a permis d’interpre´ter ces relations de la
physique des liquides comme des conse´quences directes d’une proprie´te´ d’invariance du
syste`me de manie`re analogue aux identite´s de Ward–Takahashi en the´orie des champs.
C’est apre`s ma the`se que j’ai essaye´ de de´velopper une approche des liquides dans le
cadre d’une the´orie des champs. Celle-ci se distingue des approches phe´nome´nologiques
traditionnelles de type Landau ou des approches formellement exactes base´es sur la
transformation de Hubbard–Stratonovich, a` mon avis difficiles a` mettre en œuvre. Pour
mettre en place cet objectif, en partant de mes acquis sur les phe´nome`nes critiques,
pour lesquels il existe des corre´lations a` longue porte´e, j’ai juge´ bon de m’inte´resser
aux syste`mes coulombiens ; dans ces syste`mes, le potentiel est a` longue porte´e. Dans
le troisie`me chapitre, j’introduirai le formalisme de la the´orie des champs sur lequel
je travaille. Je discuterai de manie`re ge´ne´rale de son inte´reˆt par rapport a` d’autres
formalismes e´galement base´s sur une description en terme de champs, tels que la the´orie
de sine-Gordon pour les syste`mes coulombiens ou la the´orie de la fonctionnelle de la
densite´.
Dans le chapitre suivant, je discuterai plus en de´tail le formalisme de la the´orie des
champs en montrant en particulier qu’il est e´quivalent a` la the´orie des liquides tradi-
tionnelle. Ce re´sultat correspond bien aux objectifs de ma de´marche a` savoir formuler
une the´orie des champs quantitative et il constitue une e´tape importante. Il justifie les
travaux qui ont pre´ce´de´, formule´s dans le cadre d’une de´marche heuristique, et e´tablit
les bases pour les travaux a` venir. D’un point de vue fondamental, ce travail introduit
une nouvelle interpre´tation de l’entropie ide´ale et plus pre´cise´ment du principe d’indis-
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cernabilite´ pour les particules tel qu’il apparaˆıt en the´orie des champs.
En partant de ce nouveau formalisme exact, j’ai e´te´ amene´ a` de´velopper deux aspects.
D’une part e´tablir en the´orie des champs l’e´quivalent de relations exactes de la physique
des liquides. Ce type de de´marche permettant alors de pre´senter ces relations sous un
e´clairage nouveau. Ceci est illustre´ par l’e´tude du the´ore`me du viriel et du the´ore`me
de contact. D’autre part e´tablir des relations nouvelles spe´cifiques du formalisme de la
the´orie des champs. Ainsi dans le chapitre 5, je discuterai du the´ore`me du viriel et du
the´ore`me de contact de la physique des liquides ainsi que de l’e´quivalent des e´quations
du mouvement et des relations de Ward–Takahashi. Ces e´tudes ont pour objectif de
fonder une description “robuste” en partant de notions clairement de´finies comme des
proprie´te´s d’invariance du syste`me.
Au chapitre 6, le formalisme sera discute´ en the´orie de perturbation. Je de´velopperai
l’exemple apparemment simple d’ions ponctuels a` une interface neutre. Ce travail me per-
mettra d’illustrer des aspects nouveaux, tels qu’ils apparaissent en the´orie des champs
comme par exemple l’interpre´tation de l’entropie ide´ale. Cette e´tude conduit a` une des-
cription de la structure des e´lectrolytes aux interfaces ou` le roˆle des fluctuations est
de´terminant et permet de rendre compte de comportements particuliers aux interfaces
e´lectrochimiques.
Dans l’objectif de de´velopper un formalisme de´crivant les syste`mes complexes en
e´lectrochimie, j’ai en paralle`le, avec les de´veloppements exacts, de´veloppe´ des outils
d’analyse nouveaux dans l’esprit des approches de Landau. Notons ainsi, que le
comportement de syste`mes coulombiens re´els, de´pend aussi des phe´nome`nes a` plus
courte porte´e induits par les interactions spe´cifiques. J’ai e´te´ conduit a` de´velopper
des me´thodes couplant effets coulombiens et interactions spe´cifiques. Il reste a` fonder
clairement les liens entre la the´orie des champs exacte et son approche de type Landau.
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Finalement, je pre´senterai mes projets. Mon travail sur la the´orie des champs
ne fait que commencer et cela appelle de nombreux projets. Ces projets s’articulent
d’abord autour d’aspects fondamentaux tels que l’e´tude de nouvelles relations base´es
sur l’analyse des proprie´te´s de syme´trie. Dans ces projets, je pense de´velopper de
nouvelles approximations a` partir du Hamiltonien exact mais aussi e´laborer des
Hamiltoniens phe´nome´nologiques dans l’esprit de Landau. Je compte ensuite continuer
d’appliquer ces me´thodes aux syste`mes ioniques classiques et e´galement a` de nouveaux
syste`mes comme les liquides ioniques a` tempe´rature ambiante ou a` d’autres syste`mes
mode`les. A` plus long terme, je souhaite appliquer ce formalisme pour de´velopper
de nouvelles me´thodes de simulations nume´riques a priori tre`s diffe´rentes de celles
correspondant aux approches usuelles de type Monte Carlo ou de dynamique mole´culaire.
A` la fin du manuscrit, on trouvera a` partir de la page 79, des e´le´ments de ma carrie`re
tels que les congre`s auxquels j’ai participe´, les coope´rations internationales, les se´jours
a` l’e´tranger et les activite´s d’enseignement et d’encadrement d’e´tudiants.
Aussi, j’ai choisi d’inclure certains articles permettant d’illustrer mon travail et de
pre´ciser quelques aspects de´crits dans le manuscrit.
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2. The`se : Une approche des
phe´nome`nes critiques par la
me´canique statistique.
2 The`se : Une approche des phe´nome`nes critiques
par la me´canique statistique.
Dans ce chapitre, je rappelle les travaux pre´sente´s dans ma the`se et les principaux
re´sultats obtenus.
Dans ce travail de the`se, j’ai essaye´ de de´velopper une description des phe´nome`nes
critiques en phase liquide, plus particulie`rement de la transition liquide–gaz, en utilisant
les outils traditionnels de la physique des liquides. L’objectif e´tait de formuler une ap-
proche alternative a` la the´orie des champs (the´orie de Landau) ge´ne´ralement employe´e
pour de´crire les phe´nome`nes critiques. Le fait d’utiliser un formalisme adapte´ a` la phy-
sique des liquides e´vite de devoir introduire un Hamiltonien de Landau et permet de ne
pas faire re´fe´rence au mode`le d’Ising bien que celui-ci soit conside´re´ comme l’arche´type
de la classe d’universalite´ de la transition liquide-gaz. La motivation est que ce mode`le
impose un cadre physique trop contraignant au regard des spe´cificite´s de la transition
liquide-gaz.
Au cours de ce travail, j’ai e´te´ amene´ a` e´tudier les ine´galite´s GKS [1–4] existant pour
le mode`le d’Ising. J’ai montre´ que des relations e´quivalentes sont ve´rifie´s dans les liquides,
mais que leurs conditions d’application sont diffe´rentes. Elles sont caracte´ristiques du
comportement critique du syste`me. En paralle`le, j’ai e´tabli une analogie entre des
relations exactes en physique des liquides et les identite´s de Ward-Takahashi [5], en
the´orie des champs. Ces identite´s sont des relations importantes de la the´orie des
champs car elles de´rivent de proprie´te´s d’invariance du syste`me.
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2.1 Phe´nome`nes critiques : diffe´rentes approches.
2.1.1 The´orie des champs et Hamiltonien de Landau.
Les phe´nome`nes critiques suscitent l’inte´reˆt des physiciens depuis longtemps. L’uni-
versalite´ de certains comportements suscitait de´ja` l’inte´reˆt de Van der Waals, il y a
plus d’un sie`cle. Celui-ci avait trouve´ qu’en fonction des parame`tres re´duits de volume,
pression et tempe´rature (par rapport au point critique), il e´tait possible d’e´crire une
e´quation d’e´tat universelle permettant de rendre compte du comportement de nombreux
fluides. Avec l’arrive´e de la me´canique statistique, il a e´te´ possible de donner un contenu
microscopique a` la description des liquides. Et, en ce qui concerne les phe´nome`nes cri-
tiques, ce sont des me´thodes issues de la the´orie quantique des champs, qui ont permis
de concilier la physique microscopique avec les proprie´te´s universelles au voisinage des
points critiques.
L’existence de corre´lations a` longue porte´e au voisinage d’un point critique ne´cessite
des outils de description particuliers. Historiquement, les premie`res approches e´tudient
le mode`le d’Ising pour le ferromagne´tisme et le comportement universel y est de´crit en
appliquant les me´thodes dites du groupe de renormalisation [6–9]. Dans ce cadre, la
description du comportement a` longue porte´e du syste`me s’effectue en construisant de
nouveaux syste`mes avec des Hamiltoniens effectifs (Hamiltoniens de Landau) en appli-
quant des groupes de transformations. Ainsi a` partir du Hamiltonien initial, on peut
regrouper les variables de spin, ce qui conduit a` re´duire les degre´s de liberte´ (coarse
graining) et ge´ne`re de nouvelles variables de spin avec de nouveaux couplages. Apre`s
de nombreuses ite´rations, ces variables peuvent eˆtre assimile´es a` des champs continus.
On peut parame´trer ces transformations par une e´chelle de longueur ; le Hamiltonien
et ses constantes de couplage de´pendent de cette longueur. L’e´tude du comportement
de ces couplages, par le groupe de renormalisation (e´quations de Callan-Symanzik [10]),
montre qu’il existe des constantes de couplage ayant un comportement de´terminant sur
ces transformations et dont la valeur tend vers un point fixe caracte´ristique des pro-
prie´te´s universelles du syste`me. On met ainsi en e´vidence de quelle manie`re les spe´cificite´s
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microscopiques du syste`me “disparaissent” quand il s’agit de de´crire le comportement
a` grande distance et comment seules subsistent certaines caracte´ristiques universelles
comme les exposants critiques qui de´terminent les lois d’e´chelle de´crivant le voisinage du
point critique. Les proprie´te´s de syme´trie du syste`me jouent alors un roˆle essentiel dans
la de´termination de la classe d’universalite´.
2.1.2 Spe´cificite´s du point critique liquide-gaz.
En ce qui concerne le point critique liquide-gaz, il est bien e´tabli d’un point de vue
expe´rimental [11], que les lois d’e´chelle sont celles du mode`le d’Ising. Notons que dans le
cas des liquides, le champ exte´rieur n’est pas clairement de´fini, il faut choisir la combi-
naison line´aire ade´quate du potentiel chimique et de la pression [12,13], avant de pouvoir
se comparer avec le mode`le d’Ising. Plus ge´ne´ralement, la description des liquides ne se
rame`ne pas simplement a` la physique du mode`le d’Ising. Ce mode`le est certes isomorphe
a` celui d’un gaz sur re´seau avec des interactions purement attractives mais ce dernier ne
correspond pas a` une description re´aliste des liquides. Une description satisfaisante des
liquides doit tenir compte des interactions re´pulsives de manie`re plus de´taille´e qu’une
simple limitation de l’e´tat d’occupation d’un site sur un re´seau. D’ailleurs, la richesse
des liquides est d’exhiber d’innombrables structures et organisations a` courte e´chelle,
dues en particulier aux interactions re´pulsives de volume exclu. Une autre manie`re de
conside´rer le proble`me revient a` constater que “plaquer” le mode`le d’Ising sur la tran-
sition liquide - gaz correspond a` introduire a` toute e´tape du calcul la syme´trie entre
les e´tats d’aimantation, proprie´te´ qui n’a pas d’e´quivalent dans les liquides. Le fait que
l’analogie entre les liquides et le mode`le d’Ising n’est que partielle a pour conse´quence
qu’a` partir des potentiels microscopiques, nous sommes incapables de construire pas a`
pas le Hamiltonien de Landau qui permet de de´crire l’e´tat critique. Il est alors difficile
de justifier rigoureusement, du comportement critique de la transition liquide–gaz.
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2.1.3 Une approche par la physique des liquides.
Pour e´tudier les phe´nome`nes critiques dans les liquides, j’ai adopte´ une approche
diffe´rente. J’ai choisi de conside´rer le proble`me non pas a` partir du Hamiltonien micro-
scopique mais a` partir de proprie´te´s macroscopiques connues du syste`me. Cette de´marche
est moins exigeante et elle a l’avantage de ne pas forcer le syste`me a` devoir s’ajuster a`
un mode`le mal adapte´. On peut, pour cela, utiliser l’existence d’une singularite´ des
potentiels thermodynamiques au point critique, a` savoir l’annulation de l’inverse de la
compressibilite´ et e´galement de la de´rive´e de cette quantite´ par rapport a` la densite´ –
conse´quence de la stabilite´ thermodynamique du syste`me.
L’objet de ma the`se a e´te´ de construire une approche alternative des phe´nome`nes
critiques qui tienne compte de ces proprie´te´s du point critique. Ainsi, au lieu d’essayer
de construire un Hamiltonien de Landau, j’ai conside´re´ directement les fonctions de
corre´lation, dans l’esprit d’une the´orie constructive [14]. Il est alors ne´cessaire d’e´tudier
les proprie´te´s de ces fonctions de corre´lation. Or, il est possible de relier des inte´grales
de ces fonctions de corre´lation a` des grandeurs thermodynamiques et de discuter les
proprie´te´s du point critique a` partir de ces grandeurs. En particulier, on peut voir que la
proprie´te´ de syme´trie entre les e´tats d’aimantation du mode`le d’Ising qui permet d’annu-
ler tous les termes impairs du Hamiltonien de Landau se traduit par une condition moins
restrictive dans le cas de la transition liquide-gaz. La condition de stabilite´ thermody-
namique impose que la de´rive´e de l’inverse de la compressibilite´ soit e´galement nulle
au point critique et cela justifie que l’on discute alors le terme suivant, l’e´quivalent du
terme d’ordre quatre, dans une the´orie des champs. Celui-ci est alors le terme dominant
et permet de rendre compte de la classe d’universalite´ du mode`le d’Ising.
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2.2 Relations en the´orie des champs et en physique des li-
quides.
2.2.1 Ine´galite´s de corre´lation (GKS).
L’e´tude des fonctions de corre´lation au point critique, m’a amene´ a` e´tablir des
ine´galite´s [III], qui seront pre´sente´es plus en de´tail dans la partie 5.3. Semblables par leur
forme, aux ine´galite´s de Griffiths-Kelly-Sherman (GKS) [1–4] pour le ferromagne´tisme,
elles ont ne´anmoins une signification diffe´rente. Ces ine´galite´s sont toujours ve´rifie´es dans
le cadre du mode`le d’Ising car elles sont une conse´quence directe du Hamiltonien micro-
scopique. Pour les liquides, ces ine´galite´s sont spe´cifiques du comportement critique. J’ai
pu montrer qu’elle ne sont valables qu’au voisinage du point critique et pour de grandes
distances.
2.2.2 Identite´s de Ward–Takahashi.
Apre`s ma the`se, je me suis inte´resse´ a` l’existence d’analogies entre des relations
issues de la the´orie des champs et d’autres venant de la physique des liquides. Ainsi, il
existe en the´orie des champs des relations tre`s ge´ne´rales qui expriment les conse´quences
pour un syste`me de proprie´te´s de syme´trie, ge´ne´ralement des syme´tries continues, ce
sont les identite´s de Ward–Takahashi (WT) [5]. En transposant ce type de de´marche
a` la physique des liquides, j’ai pu montrer qu’une hie´rarchie de relations entre les
inte´grales des fonctions de corre´lation connue en physique des liquides peut eˆtre obtenue
en partant de la proprie´te´ d’invariance par translation du potentiel microscopique [V].
L’inte´reˆt des relations de Ward - Takahashi est d’apporter un nouvel e´clairage a` des
relations exactes importantes de la physique des liquides, les relations de Lovett-Mou-
Buff-Wertheim [15, 16]. Dans le contexte actuel de ma recherche, qui est de de´velopper
un formalisme de the´orie des champs de´crivant les liquides, ces relations ont une grande
importance. C’est pourquoi j’ai choisi d’en de´tailler la de´monstration dans la partie 5.2.
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3 Des phe´nome`nes critiques aux syste`mes coulom-
biens. Vers une nouvelle the´orie des champs.
Pendant ma the`se, je me suis principalement inte´resse´ a` transposer des me´thodes
de la the´orie des champs a` la physique des liquides. Dans les travaux qui ont suivi, j’ai
inverse´ cette proble´matique. J’ai essaye´ de de´velopper une approche de la physique des
liquides dans le cadre d’une the´orie des champs.
Aussi, l’e´tude de phe´nome`nes avec des corre´lations a` longue porte´e m’a conduit a`
m’inte´resser aux solutions ioniques. Pour ces syste`mes, c’est le potentiel d’interaction
qui est a` longue porte´e et il m’a semble´ que le formalisme de la the´orie des champs
et ses de´veloppements perturbatifs devaient eˆtre bien adapte´s a` ces syste`mes. Une telle
ide´e n’est pas nouvelle, il existe des approches de the´orie des champs base´es sur la
transformation de Hubbard–Stratonovich (HS) [17–24], qui dans le cas des syste`mes
coulombiens correspond a` la transformation de sine-Gordon (SG) [25–29]. Ces approches
ont, a` mon avis, un certain nombre d’inconve´nients qui m’ont conduit a` de´velopper un
autre formalisme. Je pre´senterai les grandes lignes des approches (HS) et (SG) ci-dessous.
3.1 Des particules aux champs (I).
En me´canique statistique, une configuration donne´e de N particules, situe´es dans
l’espace au points rj, est de´crite par l’ope´rateur des positions ρˆ(r) =
∑N
j=1 δ(r− rj). Le
poids de Boltzmann d’une telle configuration est
exp
[
−1
2
∫
drdr′ ρˆ(r)v(r, r′)ρˆ(r′)
]
(1)
ou` v est le potentiel (sans dimension). La fonction de partition sera calcule´e comme une
moyenne sur toutes les configurations possibles. Le principe des approches (HS) et (SG)
consiste a` utiliser une repre´sentation du terme d’interaction de paire entre particules
sous la forme d’une inte´grale gaussienne sur un champ supple´mentaire. Ceci donne
∫
Dφ exp
[
−1
2
∫
φ(r)v−1(r, r′)φ(r′)drdr′ + e−i
∫
drρˆ(r)φ(r)
]
(2)
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ou` v−1 est l’ope´rateur inverse du potentiel. On aboutit alors a` une the´orie en fonction
d’un champ : φ. Dans le cas du potentiel coulombien, l’inverse du potentiel a une forme
gaussienne familie`re en the´orie des champs qui permet de mettre en œuvre des me´thodes
usuelles de la the´orie des champs. Il reste que le dernier terme de l’e´q. (2) introduit un
couplage imaginaire, pour lequel il est difficile de donner directement une signification
physique et conduit a` une mise en application peu usuelle en the´orie de perturbation.
Aussi le fait d’introduire l’inverse du potentiel peut eˆtre un inconvenient, par exemple
dans le cas du potentiel de sphe`res dures, potentiel commune´ment utilise´ en physique
des liquides. Ceci a conduit certains auteurs a` traiter se´pare´ment la partie attractive
et la partie re´pulsive du potentiel en combinant les approches classiques de me´canique
statistique et la the´orie des champs [22–24].
A` mon avis, l’introduction de la fonction inverse du potentiel usuel et le fait de devoir
utiliser des grandeurs imaginaires complexes repre´sentent des handicaps pour les the´ories
(HS) ou (SG). Il est difficile dans le cadre de ces formalismes de concevoir des approches
intuitives et de construire des approximations physiques simples.
On peut se demander quel inte´reˆt y a-t-il a` vouloir de´velopper une approche des
liquides qui soit base´e sur une the´orie des champs. La premie`re justification est qu’un
champ – le champ de densite´ par exemple – repre´sente une variable naturelle permettant
de s’affranchir des de´tails microscopiques et aborder les syste`mes complexes dans le
domaine de la physico–chimie. Rappelons que l’hydrodynamique traditionnelle est base´e
sur ce point de vue. La seconde justification est de nature heuristique, tre`s rapidement
je me suis rendu compte que les quantite´s intervenant dans la the´orie avaient un sens
physique e´vident et qu’il e´tait e´galement possible de rendre compte des proprie´te´s
microscopiques. Enfin, le formalisme se preˆte bien a` la description des potentiels a`
longue porte´e tel que le potentiel coulombien.
Au chapitre suivant, je pre´senterai les grandes lignes d’une nouvelle the´orie des
champs.
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3.2 Vers une autre the´orie des champs ?
Dans la perspective de de´velopper une the´orie des champs quantitative, j’ai choisi de
partir de l’hypothe`se qu’une the´orie des champs doit exister intrinse`quement et que pour
la baˆtir, il n’est pas ne´cessaire de partir des re´sultats obtenus dans le cadre des ensembles
de Gibbs, c’est-a`-dire de l’expression grand canonique de la fonction de partition, par
exemple. Ceci me donne une plus grande liberte´ mais m’oblige a` poser un certain nombre
de choix dont je donnerai ici les motivations et grandes lignes et qui trouveront leur
justification au chapitre 4.
Pour de´finir une the´orie des champs pour les liquides, je choisis d’e´crire la fonction
de partition directement sous la forme d’une inte´grale fonctionnelle
Ξ =
∫
Dφ e−H[φ] (3)
ou` φ est le champ, Dφ la mesure de l’inte´grale fonctionnelle, H[φ] le Hamiltonien du
syste`me1. Un premier choix consiste, dans l’esprit d’un physico–chimiste, a` prendre
comme variable de base une grandeur physique simple. Un choix tout naturel est de
prendre comme champ la densite´ de matie`re ρ. Le second aspect de la the´orie concerne
la description du comportement stochastique de ce champ – c’est le roˆle du Hamilto-
nien que j’introduirai et discuterai ci-dessous. Pour mieux cerner les spe´cificite´s de cette
the´orie des champs, je discuterai a` un niveau ge´ne´ral les diffe´rences avec la the´orie de la
fonctionnelle de la densite´ qui elle aussi est une description qui utilise comme champ la
variable de densite´.
3.3 Des particules aux champs (II).
Il faut bien voir que la description en terme de champs constitue un changement
radical de point de vue par rapport a` la physique des liquides traditionnelle. Par exemple,
on ne discute pas ici du comportement stochastique d’un nombre donne´ d’objets dans
1Pour faciliter la lecture, jusqu’au paragraphe 5.4, les grandeurs comparables a` une e´nergie sont
de´finies en unite´s re´duites c’est-a`-dire multiplie´e par β l’inverse de la tempe´rature.
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l’espace. La mesure usuelle pour l’ensemble grand canonique est
∑
N
1
N !
[eµ]N
N∏
i=1
∫
{V }
dri
Λ3
(4)
ou` Λ est la longueur de de Broglie et ri la position de la particule i dans le volume
V et µ repre´sente le potentiel chimique. Il est clair qu’il est ne´cessaire de de´finir une
nouvelle mesure pour les champs ou` l’absence d’objets rend caduque par exemple la
notion d’indiscernabilite´ exprime´e par le coefficient 1/N !. Cette mesure doit eˆtre ge´ne´rale
de tout syste`me et eˆtre inde´pendante des interactions. Il est donc normal de s’inspirer
pour les champs d’une fonctionnelle telle que celle que l’on pourrait e´crire pour le gaz
parfait. Je propose alors le Hamiltonien comme une fonctionnelle identique a` l’e´nergie
libre du syste`me ide´al, en y associant la contribution du potentiel chimique
Hid[ρ] =
V/a3∑
i
ρ(i)a3
[
ln
(
ρ(i)Λ3
)
− 1− µ
]
(5)
ou` i sont les sites du re´seau servant a` discre´tiser l’inte´grale fonctionnelle sur un re´seau
de pas a. Dans l’approximation du col, on trouve directement le re´sultat standard pour
un gaz parfait. La densite´ est donne´e par ρcol = eµ/Λ3 et la valeur du grand potentiel
−pV = lnΞ est bien e´gale a` cette densite´ de gaz parfait. Dans cette approche je ne
discuterai pas les degre´s de liberte´ cine´tiques, leur effet est inte´gre´ dans la longueur de
de Broglie Λ. Nous verrons au chapitre suivant que cette partie du Hamiltonien qui de´crit
le gaz ide´al exprime la notion d’indiscernabilite´ entre les particules dans le contexte des
champs.
En ce qui concerne la contribution des interactions de paires, je poserai
Hint[ρ] =
V/a3∑
i,j
ρ(i)a3 v(i, j) ρ(j)a3, (6)
ce qui correspond a` un choix on ne peut plus simple ou` la meˆme fonction que pour
l’interaction entre les particules est applique´e au champ. Le Hamiltonien s’e´crira alors
H[ρ] = Hid[ρ] +Hint[ρ]. (7)
La justification de cette expression sera donne´e au chapitre 4, ci-dessous je discuterai de
manie`re ge´ne´rale certaines implications de l’e´criture de la fonction de partition comme
une inte´grale fonctionnelle.
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3.4 The´orie des champs et autres approches.
Nous avons vu que la the´orie des champs se distingue des the´ories standard de la
physique des liquides traditionnelle par l’introduction des champs comme variables de
base. L’utilisation de fonctions pour de´crire les distributions de densite´ est commune
e´galement a` la the´orie de la fonctionnelle de la densite´ (DFT) [30–34]. C’est l’usage de
ce type de variables proches de la description macroscopique qui explique, a` mon avis,
le succe`s de cette approche ; elles permettent d’avoir une vision et des approximations
intuitives du syste`me. Mais au-dela` de ce point commun, les deux the´ories sont en fait
tre`s diffe´rentes.
Dans la DFT, on montre qu’il existe une fonctionnelle unique de la densite´ Ω[ρ],
dont le minimum permet de trouver la densite´ d’e´quilibre du syste`me. La valeur de
cette fonctionnelle pour cette densite´ correspond alors a` un potentiel thermodynamique.
La DFT est construite essentiellement autour d’un the´ore`me d’existence et d’unicite´ de
cette fonctionnelle. Mais la the´orie ne fournit aucune indication sur une construction
syste´matique de la fonctionnelle. Or celle-ci est un objet complexe car elle contient toute
l’information microscopique du syste`me : le proble`me a` N corps. Toute la difficulte´ de
la DFT consiste a` trouver la fonctionnelle la mieux adapte´e au syste`me que l’on e´tudie.
A` l’oppose´, dans le cadre de la the´orie des champs, le Hamiltonien (e´q. (7)) est connu
et repre´sente un objet relativement simple. La the´orie des champs sera un outil puissant
si on arrive a` montrer que ce Hamiltonien conduit bien a` une description e´quivalente a`
celle utilise´e traditionnellement. On verra qu’il en est bien ainsi.
En the´orie des champs, contrairement a` l’approche de la DFT, les champs n’opti-
misent pas une fonctionnelle. Les grandeurs physiques sont associe´es a` des inte´grales fonc-
tionnelles ou` les champs qui repre´sentent les densite´s, sont traite´s comme des variables
stochastiques. Ces champs ne de´crivent pas l’espace des configurations de particules – il
ne s’agit pas de moyennes sur des ensembles de Gibbs. Aussi, le calcul ne s’organise pas
comme un de´veloppement standard de la me´canique statistique en terme de potentiels
d’interactions ou de puissances de la densite´. Le calcul de l’inte´grale fonctionnelle se
fait ge´ne´ralement autour de l’approximation du col et en the´orie de perturbation par un
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de´veloppement en boucles. Une originalite´ de ces de´veloppements perturbatifs est lie´e a`
la partie ide´ale du Hamiltonien, e´q. (5). Celui-ci ge´ne`re une infinite´ de termes de cou-
plage au meˆme point du champ qui ont tous un roˆle important. En ce sens, l’approche
se diffe´rentie de celle utilise´e dans le cas des phe´nome`nes critiques ou` l’on ne retient
qu’un nombre limite´ de constantes de couplage. Le roˆle de ce terme ide´al se distingue
e´galement du roˆle qu’il a dans la DFT ou` le terme ide´al n’a pas de roˆle particulier si ce
n’est de pouvoir expliciter et isoler une contribution connue et triviale du syste`me. Nous
verrons plus loin que de tels de´veloppements perturbatifs construits autour de la partie
ide´ale du Hamiltonien, sont utiles et pertinents pour organiser le calcul. J’illustrerai ceci
lors de l’e´tude des syste`mes coulombiens.
Une autre spe´cificite´ de la the´orie des champs est de conduire a` des de´veloppements
qui font apparaˆıtre des quantite´s infinies. Cette proble´matique est inhe´rente a` ce
type de the´orie ou` l’on conside`re des espaces de fonctions avec un nombre infini de
degre´s de liberte´. Une partie du travail de´crit au chapitre suivant consiste a` de´finir des
me´thodes pour renormaliser ces divergences, dont on verra qu’elles prennent ici une
forme particulie`re.
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4 Une the´orie des champs quantitative.
L’objectif dans ce chapitre est de justifier le Hamiltonien (e´q. (7)) introduit avec des
arguments intuitifs dans la partie pre´ce´dente. Je montrerai que la the´orie des champs
construite a` partir de ce Hamiltonien donne lieu a` un de´veloppement en graphes de
Feynman qui recouvre le de´veloppement standard de la me´canique statistique en graphes
de Mayer. Les termes supple´mentaires du de´veloppement de Feynman n’ont pas de sens
physique et il est possible de les renormaliser. Ceci repre´sente un re´sultat important qui
fixe le statut de cette the´orie des champs, c’est pourquoi j’ai choisi d’en de´tailler la
de´monstration.
Un des aspects qu’il sera ne´cessaire de traiter dans cette partie est le fait que le
nombre de degre´s de liberte´ du syste`me n’est plus donne´ par le nombre de particules,
mais par les degre´s de liberte´ d’un champ pouvant varier inde´pendemment sur les sites
d’un re´seau. Je pre´senterai le calcul en trois parties. Les deux premie`res se focaliseront
sur le gaz ide´al, dont l’e´tude permet de comprendre ce que devient la mesure pour
les particules dans le cadre de la the´orie des champs. Dans la premie`re, j’effectuerai le
calcul exact du gaz ide´al. Dans la seconde, j’introduirai la repre´sentation du gaz ide´al
en termes de diagrammes. L’identification avec le premier calcul me permettra d’e´tablir
des re´sultats de combinatoire sur les graphes, utiles pour mettre en place des sche´mas de
re´duction topologique [35] qui permettront, in fine, de de´crire le gaz en interaction. Ceci
nous permettra de comprendre comment identifier et controˆler les divergences lie´es au
surcroˆıt de degre´s de liberte´ introduits par la the´orie des champs. C’est dans la troisie`me
partie, avec le syste`me en interaction, que je montrerai l’e´quivalence avec la me´canique
statistique usuelle en identifiant le de´veloppement de Feynman de la the´orie des champs
avec celui de Mayer. Je concluerai ce chapitre sur le roˆle et l’interpre´tation nouvelle de
l’entropie ide´ale dans le cadre de la the´orie des champs.
Dans cette partie, par souci de clarte´, on se limitera au cas d’un liquide monocom-
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posant, les re´sultats pourront eˆtre ge´ne´ralise´s, en particulier aux syste`mes coulombiens.
La fonctionnelle ge´ne´ratrice du syste`me est
Ξ[J ] =
∫
Dρ exp
{
−H[ρ] +
∫
(−V e + J)ρ
}
(8)
ou` V e est le potentiel exte´rieur, J le champ qui de´finit la fonctionnelle ge´ne´ratrice, H[ρ]
est le Hamiltonien et Dρ = ∏i dρia3 la mesure de l’inte´grale fonctionnelle. Le logarithme
de la fonction de partition donne alors le grand potentiel − ln Ξid[J = 0] = −pV . Le
Hamiltonien sera donne´ par les contributions ide´ales et d’interaction : H = Hid +Hint
(e´quation (7)). Les proprie´te´s thermodynamiques et les fonctions de corre´lation seront
calcule´es a` partir de Ξ[J ] en utilisant des de´rive´es fonctionnelles par rapport a` J .
4.1 Le gaz ide´al.
• Le gaz ide´al (I).
On conside`re le HamiltonienHid pour lequel la fonction de partition peut eˆtre calcule´e
explicitement car l’inte´grale fonctionnelle se re´duit a` des inte´grales inde´pendantes sur
chaque site i. La partie ide´ale du Hamiltonien (e´q. (5)) peut s’e´crire
Hid[ρ] =
V/a3∑
i
ρ(i)a3
[
ln
(
ρ(i)
ρ¯
)
− 1
]
(9)
ou` l’on pose ρ¯ ≡ eµ/Λ3. Pour de grandes valeurs du parame`tre ρ¯a3, on peut appliquer la
me´thode du col, pour cela on cherche le minimum du Hamiltonien
δH[ρ] + ∫ V eρ
δρ
∣∣∣∣∣
ρcol
= 0 et ρcol = ρ¯e−V
e
i . (10)
Quand le champ exte´rieur V e est nul, on trouve le re´sultat pour le gaz parfait pV =
lnΞid = ρ¯V .
Au-dela` du col, on peut de´velopper le Hamiltonien en e´crivant sur chaque site la
densite´ comme ρ = ρ¯e−V
e
i + δρ, dans ce cas le logarithme de la fonction de partition
devient
ln Ξid = ρ¯a
3
V/a3∑
i
e−V
e
i +
V/a3∑
i
ln
[∫ ∞
−∞
dzi e
−z2
i
/2f(zi)
]
(11)
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ou`
f(zi) = exp
(
∞∑
n=3
(−1)n+1zni
n(n− 1)(ρcoli a3)n/2−1
)
(12)
et zi = δρa
3/
√
ρcoli a
3. En de´veloppant la dernie`re exponentielle, ce qui est justifie´ dans
la limite des grandes valeurs de ρcoli a
3, on trouve que l’on a a` calculer des inte´grales
gaussiennes connues :
∫∞
−∞ z
2ne−z
2/2 dz =
√
2pi(2n− 1)!!.
La fonction de partition est
ln Ξid =
V/a3∑
i
[
ρ¯a3e−V
e
i + ψ[ρ¯e−V
e
i a3]
]
(13)
avec
ψ[x] =
1
2
ln(2pix)−
∞∑
L=2
dL
x(L−1)
(14)
=
1
2
ln(2pix)− 1
24
1
x
− 1
48
1
x2
− 161
5760
1
x3
− 367
5760
1
x4
....
A` l’exclusion du premier terme, ψ est une se´rie en puissances de 1/x, asymptotiquement
convergente pour x grand.
• Le gaz ide´al (II) : propagateur pour le gaz ide´al.
Le re´sultat pre´ce´dent peut eˆtre recalcule´ en utilisant le formalisme de la the´orie des
champs en terme de propagateur quadratique. En de´veloppant autour de la densite´ au
col et en traitant V e comme un champ exte´rieur on a
Hid[ρ] = H0[ρ¯] +Hq[δρ] + δH[δρ] (15)
ou` H0 est la valeur du Hamiltonien pour ρ¯. Comme il est usuel en the´orie des champs,
on isole le terme quadratique
Hq[δρ] = 1
2ρ¯a3
V/a3∑
i,j
δρ(i)a3 δij δρ(j)a
3 (16)
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ou` le Kronecker δij est le propagateur du gaz ide´al. Le reste est constitue´ par le Hamil-
tonien
δH[δρ] =
∞∑
k≥3
(−1)k
k(k − 1)(ρ¯a3)(k−1)
V/a3∑
i
[δρ(i)a3]k (17)
qui contient des couplages d’ordre supe´rieur a` deux. En utilisant, les inte´grales gaus-
siennes, le re´sultat s’e´crit formellement [5, 36]
Ξid[J ] = γ exp

−H
0[ρ¯]
α
+
V/a3∑
i
(−V e(i) + J(i))
α
ρ¯a3

 (18)
exp

− 1αδH
[
δ
δJ
]
+
V/a3∑
i
(−V e(i) + J(i))
α
δ
δJ(i)
a3

 exp

−αρ¯a
3
2
V/a3∑
i,j
J(i)δijJ(j)


ou` γ ≡
(√
2piρ¯a3α
)V/a3
.
• Comptage de puissances.
Le parame`tre α est utilise´ pour organiser le de´veloppement diagrammatique en terme
de diagrammes en arbre et en boucles. Ceci est analogue a` la proce´dure habituelle en
the´orie quantique des champs. L’ope´rateur exp[−δH/α] est obtenu en remplac¸ant δρ par
δ/δJ dans l’e´q. (17) et s’applique a` la forme quadratique en J . Le calcul est effectue´ en
de´veloppant exp [−δH/α] et en appliquant le the´ore`me de Wick [5]. Pour un diagramme
donne´ avec m vertexs, I lignes internes, E lignes externes et L boucles, la puissance
en α est I + E − m = L − 1 [5]. Dans notre cas, il est possible de relier ce comptage
de puissance au parame`tre : ρ¯a3. En notant mi la puissance du terme de couplage, on
obtient alors −∑mi=1(mi − 1) + I + E = −(L − 1). Ainsi la de´pendance du graphe en
ρ¯a3 est l’inverse de celle en α. Dans la suite on pourra prendre α = 1 et ce parame`tre
sera omis. Le parame`tre ρ¯a3 pourra eˆtre utilise´ pour le comptage de puissances. Seuls
les graphes connecte´s qui correspondent au logarithme de la fonction de partition seront
discute´s [5].
• Combinatoire pour les diagrammes en arbre.
Conside´rons les diagrammes en arbre avec n “pattes” externes. Du comptage de puis-
sances on en de´duit que leur valeur est proportionnelle a` ρ¯a3
∑V/a3
i [−V ei ]n. Il n’existe
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pas a` ma connaissance de re`gle simple pour calculer le coefficient d’un graphe donne´
autrement qu’en effectuant les de´veloppements explicitement. Ne´anmoins, en comparant
le de´veloppement diagrammatique avec celui issu de l’e´quation (13), nous obtenons le
coefficient pour la somme de ces graphes : 1/n!. A` titre d’exemple, pour n = 7, la fi-
gure 1 montre tous les graphes en arbre avec leurs coefficients respectifs. Les diagrammes
impliquent tous les couplages d’ordre infe´rieur a` 7. On peut ve´rifier que la somme des
coefficients des diagrammes donne bien 1/7!.
Fig. 1 – Graphes en arbre avec 7 pattes externes. Les lignes de´signent le propagateur
du gaz ide´al, les points noirs des e´le´ments du Hamiltonien de couplage et les cercles, le
champ exte´rieur avec une e´tiquette distincte pour chaque point. Les coefficients incluent
toutes les permutations des e´tiquettes qui donnent des graphes distincts, les coefficients
des termes de δH et ceux provenant du de´veloppement de exp[δH].
• Combinatoire pour les diagrammes contenant des boucles.
La meˆme analyse peut eˆtre conduite sur les graphes incluant des boucles. La valeur de la
somme des graphes pour un L > 1 et n donne´s est (dL(1− L)n/(ρ¯a3)(L−1)n!)∑V/a3i [−V ei ]n
ou` dL est de´fini e´q. (14). Pour L = 1, la valeur est (V/2) ln(2piρ¯a
3)− (1/2)∑V/a3i V ei ou` le
premier terme est le graphe sans pattes externes, le second celui avec une patte externe.
Les termes correspondant a` L = 1 et avec un nombre supe´rieur de pattes externes sont
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nuls.
• Vertex.
Nous conside´rons la somme des graphes avec un nombre donne´ n de branches externes
et qui ont e´te´ calcule´s ci-dessus. Pour une somme donne´e, nous pouvons de´river des
graphes ampute´s de leurs pattes externes. Dans cette proce´dure, pour chaque graphe le
potentiel exte´rieur est enleve´ et la valeur du graphe multiplie´e par [(1/ρ¯a3)(δ/δJi)]
n
. En
partant de la somme des graphes en arbre avec n pattes externes, nous pouvons de´finir
les nTid-vertex, qui sont e´quivalents a` un couplage effectif
1
n!(ρ¯a3)n−1
[
δ
δJi
]n
. (19)
En partant de la somme des graphes avec n pattes externes et L boucles,
nous pouvons de´finir les nLid-vertex, qui repre´sentent des couplages effectifs :
(dL(1− L)n/(ρ¯a3)(L−1−n)n!) [(δ/δJi)]n pour L ≥ 1 et (1/(2ρ¯a3))(δ/δJi) pour L = 1 et
n = 1. On peut remarquer que ces graphes ampute´s ne sont pas les fonctions “une
particule irre´ductibles” de la the´orie des champs que l’on obtient par transforme´e de
Legendre [5].
En re´sume´, dans cette premie`re e´tape nous avons montre´ que la densite´ moyenne
calcule´e a` partir de l’approximation du col est celle du gaz ide´al. Pour le de´veloppement
diagrammatique correspondant, qui implique les graphes en arbre, nous avons montre´
que la somme des graphes en arbre avec n pattes externes est associe´e avec le facteur de
syme´trie 1/n!. Ensuite les nTid-vertex ont e´te´ de´finis et associe´s avec ces meˆmes coefficients
de syme´trie. Ces vertex seront utiles pour la description du syste`me en interaction.
Notons que pour a→ 0 en sommant les graphes en arbre sur l’inte´gralite´ du re´seau, on
obtient une limite inde´pendante de a, alors que tous les autres graphes divergent. Ces
divergences sont caracte´ristiques de la pre´sence d’un maillage et donc inhe´rents au fait
que l’on est dans le cadre d’une the´orie des champs. Elles repre´sentent des quantite´s non
significatives.
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4.2 Gaz avec interactions.
Maintenant, nous conside´rons le syste`me en interaction avec le potentiel de paire et
le Hamiltonien
Hv[ρ] =
V/a3∑
i
ρ(i)a3 [ln (ρ(i)/ρ¯)− 1] +
V/a3∑
i,j
ρ(i)a3 v(i, j) ρ(j)a3. (20)
Comme le potentiel d’interaction ne de´pend ge´ne´ralement que de la distance entre les
points, il est pre´fe´rable d’utiliser l’espace de Fourier φ(j) = 1
V
∑V/a3
l φkl exp(ikl.j) ou`
φ est selon : ρ, V e, v ou J . Dans cette repre´sentation le Hamiltonian quadratique est
diagonal. Afin de pouvoir appliquer les re´sultats obtenus pre´ce´demment, le Hamiltonien
est de´veloppe´ autour du col du gaz ide´al et non pas autour du col pour le Hamiltonien
total Hv. L’expression pour le Hamiltonien est
Hv[ρ] = H0v[ρ¯] +Hqv[δρ] + δHv[δρ] (21)
ou` H0v[ρ¯] est le Hamiltonien pour ρ¯. La partie quadratique est
Hqv[δρ] =
1
2ρ¯a3
∑
ki
δρki(1 + ρ¯vki)δρ−ki (22)
et le reste du Hamiltonien donne les termes de couplage
δHv[δρ] = δρ0v˜0 +
∞∑
l≥3
(−1)l
l(l − 1)(ρ¯a3)(l−1)
∑
ki1 ,···,kil
δki1+···+kil ,0
l∏
j=1
δρkij (23)
ou` v˜0 = ρ¯vk=0. La fonctionnelle ge´ne´ratrice s’e´crit alors
Ξ[J ] = γ exp
{
−H0v[ρ¯] + (Jk=0 − V ek=0)ρ¯a3
}
exp

−δHv
[
δ
δJ
]
+
∑
ki
a3(Jki − V eki)
δ
δJ−ki


exp

− ρ¯a
3
2
∑
ki
JkiJ−ki
1 + ρ¯vki

. (24)
Le propagateur est maintenant Pk ≡ 1/(1 + ρ¯vk) ou e´galement
Pk = 1− ρ¯vk + (ρ¯vk)2 − (ρ¯vk)3 + · · · . (25)
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Le premier terme est le propagateur du gaz ide´al dans l’espace de Fourier, ensuite on a
des chaˆınes de longueur croissante avec des signes alterne´s de propagateurs repre´sentant
le potentiel d’interaction. Les graphes de la the´orie en terme de Pk peuvent eˆtre e´crit
en utilisant cette de´composition. Dans ce nouveau de´veloppement diagrammatique, on
peut e´tudier les sous graphes qui sont soit des couplages locaux, soit des couplages locaux
relie´s par le propagateur du gaz ide´al. Autour de ces sous graphes on ne trouvera que des
potentiels d’interaction. Par construction ces structures ont la topologie de e´le´ments des
nTid-vertex et n
L
id-vertex de´finis pre´ce´demment. Leur valeur est identique a` celle pour le
gaz ide´al. Ces sous graphes locaux sont inde´pendants des vecteurs d’onde des potentiels
d’interaction qui y sont attache´s et ne de´pendent donc pas du reste du graphe. Nous
pouvons alors utiliser les nTid-vertex et n
L
id-vertex pour introduire une re´duction topolo-
gique du de´veloppement diagrammatique. Le nouveau de´veloppement diagrammatique
est la somme de tous les graphes connecte´s avec des nTid-vertex ou n
L
id-vertex comme
couplages et des liens repre´sentant des potentiels d’interaction. En ne tenant pas compte
des nLid-vertex et des boucles avec un seul potentiel d’interaction qui correspondent a`
des contributions de la self e´nergie, l’analyse dimensionnelle montre qu’il est possible
de redistribuer le facteur ρ¯a3 sur chaque vertex et un potentiel d’interaction sur chaque
ligne. Il faut faire attention aux pattes externes avec le poids v˜0 qui incluent e´galement
une contribution de la densite´ et sont calcule´s a` vecteur d’onde nul.
On peut alors conside´rer le de´veloppement de Mayer pour le grand potentiel en terme
d’activite´ z∗i = ρ¯ exp[−V ei ] et de´velopper la fonction de Mayer fij = exp[−vij ] − 1 [37]
en termes de potentiel −vij . On constate finalement qu’il est possible d’identifier terme
a` terme les graphes de Feynman et les graphes de Mayer.
Le calcul ci-dessus montre que la the´orie des champs permet de de´crire la physique
d’un liquide aussi bien que les autres the´ories.
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4.3 Quelques remarques sur la the´orie des champs.
Bien que la the´orie des champs permette de retrouver la me´canique statistique usuelle,
elle a e´galement des cararacte´riques spe´cifiques. Les quantite´s divergentes, conse´quences
du grand nombre de degre´s de liberte´ pre´sent dans la the´orie des champs pour un pas de
re´seau infinite´simal, sont bien identifie´es et je montre qu’il s’agit de grandeurs qui ne sont
pas significatives. Le de´veloppement diagrammatique pour le gaz ide´al est inhabituel,
il implique plusieurs constantes de couplages a` chaque e´tape du calcul. Ne´anmoins le
re´sultat final, apre`s la re´duction topologique est simple et intuitif.
Les termes de couplage (δρa3)n/n! fixent le roˆle des permutations dans la re´alisation
possible d’un produit de n champs. Plus pre´cise´ment, ils indiquent une proprie´te´ d’in-
discernabilite´ sur les champs. Ce re´sultat est attendu. En effet, a` l’indiscernabilite´ qui
existe au niveau des particules doit correspondre une proprie´te´ e´quivalente en the´orie
des champs. Ce que nous avons montre´ ici de non trivial est que cette proprie´te´ peut se
repre´senter par un Hamiltonien ide´al local. Celui-ci donne la combinatoire requise pour
tout n et repre´sente la mesure pour les champs. Il n’est nullement associe´ a` la formule
de Stirling pour un grand nombre de particules.
On notera la simplicite´ de cette approche par rapport aux the´ories des champs
introduisant la transformation de Hubbard-Stratonovich. Le champ est a` valeur re´elle et
la the´orie n’introduit pas de couplage imaginaire entre les champs. Les de´veloppements
et approximations sont alors a priori simples et intuitifs. Dans les chapitres suivants, on
trouvera sur des exemples des effets concrets du Hamiltonien ide´al, spe´cifique de cette
the´orie des champs. Cela dans le cadre de relations exactes au chapitre 5 et en the´orie
de perturbation au chapitre 6.
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5. Re´sultats exacts de la the´orie des
champs.
5 Re´sultats exacts de la the´orie des champs.
Dans ce chapitre, je pre´sente des re´sultats exacts que j’ai obtenu dans le cadre de la
the´orie des champs.
Je montre d’abord comment on peut de´duire simplement des relations fondamentales,
tre`s ge´ne´rales. Ce sont les relations de type Dyson. Je rappelle ensuite deux re´sultats
obtenus au cours de ma the`se dans la mesure ou` ils acquie`rent dans le cadre d’un
formalisme de the´orie des champs un inte´reˆt nouveau et conduisent a` de nouvelles
applications. C’est le cas des identite´s de Ward – Takahashi, qui partent de l’existence
de proprie´te´s d’invariance et je montre comment on peut les utiliser pour rede´river des
relations de la physique des liquides. Et e´galement des ine´galite´s de type GKS que
l’on retrouve a` la fois en the´orie des champs et en physique des liquides, mais dont les
domaines d’application sont diffe´rents. Finalement, je me focaliserai sur deux relations
exactes que l’on retrouve aussi bien en physique des liquides que dans la the´orie des
champs : l’e´quation du viriel et le the´ore`me de contact.
Dans la partie pre´ce´dente, j’ai discute´ le roˆle du pas de re´seau dans la mise en applica-
tion de la the´orie. Nous avons vu que la limite d’un pas de re´seau infinite´simal introduit
des divergences que l’on sait identifier et controˆler. Par conse´quent, par commodite´ et
quand cela ne porte pas a` conse´quence sur le calcul, il sera alors possible d’utiliser une
formulation continue du Hamiltonien (e´quation (7))
H[ρ] =
∫
dr ρ(r)
[
ln
(
ρ(r)Λ3
)
− 1− µ
]
+
1
2
∫
drdr′ρ(r)v(r, r′)ρ(r′). (26)
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5.1 Relations de Dyson [XX].
La simple e´criture de la fonction de partition comme une inte´grale fonctionnelle a
des conse´quences directes qui sont les relations de Dyson [5,38], e´galement connues sous
le nom de e´quations du mouvement en the´orie quantique des champs. De manie`re tre`s
ge´ne´rale, pour une transformation ρ −→ ρ + ∆ρ de la variable stochastique, ou` ∆ρ est
une fonction donne´e, la fonction de partition n’est pas modifie´e car ρ est une variable
d’inte´gration muette. En partant de l’expression (8) et en prenant J = 0, on a alors
directement
<
δH
δρ(r)
> +V e(r) = 0. (27)
Dans le cas, ou` il existe plusieurs champs, on obtient une relation par type de champ.
En utilisant le Hamiltonien e´q. (26), la relation ci-dessus devient [XV]
< ln ρ(r) > +
∫
v(r, r′) < ρ(r′) > dr′ + V e(r) = µ. (28)
Cette relation originale, montre que le potentiel chimique est e´quivalent a` la somme de
l’inte´grale du potentiel d’interaction ponde´re´ par la densite´ et d’une quantite´ qui est une
de´rive´e de l’e´nergie libre ide´ale en un point. Cette relation est apparemment simple.
Pour e´tudier cette expression, on peut en prendre le gradient, comme on le ferait en
voulant de´crire un syste`me inhomoge`ne soumis a` un potentiel exte´rieur V e. On trouve
alors
− < ∇ρ(r)
ρ(r)
>= ∇V e(r) +
∫
∇v(r, r′) < ρ(r′) > dr′. (29)
Cette relation ressemble, a` premie`re vue, a` la premie`re e´quation de la hie´rarchie YBG
bien connue en physique des liquides [37]
−∇ρ˜(r)
ρ˜(r)
= ∇V e(r) +
∫
∇v(r, r′) ρ˜
2(r, r′)
ρ˜(r)
dr′ (30)
ou` ρ˜(r) est la densite´ moyenne au point r et ρ˜2(r, r′) la fonction de corre´lation des
densite´s 2. Les deux relations comportent des diffe´rences importantes. En effet, il est
2La notation ρ de´signe les champs et ces meˆmes quantite´s avec un ˜ repre´sentent les grandeurs
moyennes telles que calcule´es en physique des liquides.
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inte´ressant de constater que contrairement a` nombre d’e´quations de la physique des
liquides qui constituent des hie´rarchies d’e´quations, l’e´q. (29) apparaˆıt formellement
comme ferme´e. Dans le terme lie´ au potentiel d’interaction, l’e´quation de Dyson ne
fait pas intervenir la fonction de corre´lation, mais simplement la moyenne de la densite´.
Il ne faut pas pour autant en conclure que le calcul est simple. Le proble`me ne se pose
certes plus en termes de relation de fermeture, la difficulte´ re´side dans le calcul de la
moyenne du terme logarithmique. Ce terme, bien qu’il repre´sente la de´rive´e d’un terme
ide´al, est calcule´ avec le Hamiltonien total.
Sur cette expression on voit clairement que le calcul s’articule comple`tement
diffe´remment par rapport aux e´quations standard de la physique des liquides. Je pense
qu’il serait inte´ressant de reconside´rer des proble`mes de la physique, par exemple l’e´tude
des syste`mes inhomoge`nes, pour comprendre comment s’organise le calcul dans ce type
d’approche et voir si l’on ne peut pas apporter des re´ponses originales en introduisant
de nouvelles approximations.
A cet e´gard, j’ai pu ve´rifier que la relation (28) permettait de rede´river de manie`re
alternative les re´sultats de la partie 6.3.
27
5.2 Identite´s de Ward-Takahashi en physique des liquides [V].
Il y a souvent une apparente grande simplicite´ de contenu et une grande e´le´gance dans
la de´monstration des the´ore`mes qui reposent sur des proprie´te´s de syme´trie du syste`me.
En partant de notions clairement de´finies, ils permettent d’obtenir de manie`re robuste
des conse´quences sur d’autres grandeurs fondamentales. On peut citer par exemple le
the´ore`me de Noether en me´canique qui, en utilisant les e´quations du mouvement, permet
de lier respectivement l’invariance des syste`mes dans l’espace et dans le temps a` la
conservation de la quantite´ de mouvement et de l’e´nergie.
Il existe e´galement en the´orie des champs de telles relations connues sous le nom
d’identite´s de Ward–Takahashi [5]. Une proprie´te´ d’invariance conduit a` l’existence d’une
grandeur conserve´e habituellement appele´e courant. Conside´rons une transformation sur
le champ φ −→ φ+ T [φ], ou` T est un ope´rateur qui change de manie`re infinite´simale le
champ, mais dont la transformation laisse le Hamiltonien invariant. Le champ exte´rieur
V e, peut quand a` lui briser line´airement cette syme´trie. Comme pre´ce´demment le fait de
modifier la variable d’inte´gration muette ne change pas l’inte´grale fonctionnelle, ce qui
donne
∫
Dφ
[
e−H[φ+T [φ]]+
∫
(−V e+J)(φ+T [φ]) − e−H[φ]+
∫
(−V e+J)φ
]
= 0. (31)
En utilisant l’invariance du Hamiltonien, la seule contribution qui reste pour un trans-
formation infinite´simale est :
∫
V e(r) < T [φ] > (r) dr = 0. (32)
Dans le cas particulier, qui pourrait sembler trivial, ou` la proprie´te´ de syme´trie est
l’invariance par translation du potentiel d’interaction [V], la relation est tout simplement
∫
V e(r) < ∇φ > (r) dr = 0. (33)
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Pour simplifier l’e´tude et retrouver des re´sultats connus, il est pratique de prendre la
transforme´e de Legendre Γ[φ]+ln Ξ[J ] =
∫
J(r)φ(r)dr. En utilisant le fait qu’en fonction
de Γ, on a V e(r) = −[δΓ/δφ(r)] et en effectuant un inte´gration par parties, l’e´quation
pre´ce´dente peut s’e´crire
∫
φ(r)∇[δΓ/δφ(r)] dr = 0. (34)
Finalement en diffe´rentiant n fois par rapport aux variables φ(ri), on trouve des e´quations
du type
∑
i=1,n
∇iΓ(n)(r1, .., rn) +
∫
drn+1∇n+1φ(rn+1)Γ(n)(r1, .., rn+1) = 0 (35)
ou` les fonctions de corre´lation, Γ(n) ≡ (δΓn/(δφ)n), sont ce que l’on appelle les fonctions
1PI (une particule irre´ductible) en the´orie des champs.
On peut transposer ce type de de´monstration a` la physique des liquides [V]. On
montre alors que l’e´quivalent des fonctions Γ(n), sont les fonctions de corre´lation directes
c(n) [37]
δnΓ
δφ(r1) · · · δφ(rn) −→ c
(n)(r1, · · · , rn) + (−1)n−1
∏
2≤i≤n
δ(r− ri)
ρ˜n−1(r1)
(36)
ou` δ(· · ·) est une distribution de Dirac et avec les notations usuelles ρ˜(ri) est la densite´
moyenne au point ri et non pas la valeur instantane´e d’un champ. Dans ces conditions,
l’e´quation (35) pour n = 2 peut s’e´crire
∇ ln ρ˜(r1) +∇V e(r1) =
∫
dr2∇ρ˜(r2)c(2)(r1, r2) (37)
qui est une relation connue en physique des liquides (Lovett-Mou-Buff-Wertheim [15,16])
et utilise´e pour l’e´tude des fluides inhomoge`nes.
Dans le cadre de la re´ponse line´aire, en utilisant un champ exte´rieur infinite´simal
et homoge`ne, ces relations se simplifient car on peut factoriser dans c le gradient de la
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densite´ : ∇c[r1; ρ˜] = [dc[r1; ρ˜]/dρ˜(r1)]∇ρ˜(r1). Une des relations s’e´crit
dc[r1; ρ˜]
dρ˜
= 1 +
∫
dr2 c
(2)(r1, r2). (38)
La quantite´ ci-dessus est proportionnelle a` χ−1T qui est l’inverse de la compressibilite´,
de manie`re analogue au the´ore`me de fluctuation dissipation. L’e´quation ci-dessus est
e´galement connue en physique des liquides et a e´te´ initialement de´rive´e par Baxter [39].
J’ai indique´ au chapitre 2.1.3 que, dans ma the`se, je m’e´tais inte´resse´ a` l’e´tude des
phe´nome`nes critiques par un formalisme directement base´ sur les fonctions de corre´lation.
Dans cette optique, les relations e´tudie´es ci-dessus jouent un roˆle fondamental car elles
de´finissent une hie´rarchie de relations utiles pour construire les proprie´te´s des fonctions de
corre´lation au point critique. Ces relations lient les inte´grales des fonctions de corre´lation
aux grandeurs thermodynamiques. Une application de ces relations sera donne´e dans la
partie suivante.
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5.3 Ine´galite´s de corre´lation (GKS) au point critique liquide-
gaz [III,IV].
Les ine´galite´s de Ward-Takahashi pour la translation, ou plus pre´cise´ment leur
e´quivalent en physique des liquides, peuvent permettre d’obtenir des relations impor-
tantes pour le comportement des fonctions de corre´lation au voisinage du point critique.
Il existe pour le ferromagne´tisme des ine´galite´s de corre´lation dont on peut mon-
trer qu’elles sont une conse´quence du Hamiltonien pour le ferromagne´tisme du mode`le
d’Ising : ce sont les ine´galite´s GKS [1–4]. Elles s’e´crivent
g(n+1)(r1, · · · , rn+1)− g(n)(r1, · · · , rn) ≥ 0 (39)
ou` les g(i) sont les fonctions de distributions a` i corps, pour le magne´tisme. Ces relations
sont plus contraignantes que celles e´tudie´es dans la partie pre´ce´dente car elle portent
directement sur les fonctions de corre´lations et non pas sur leurs inte´grales. De telles
relations ne sont clairement pas compatibles en ge´ne´ral avec le comportement d’un liquide
ou`, pour la plupart des potentiels, les fonctions de distribution ne sont pas monotones.
Elles oscillent a` cause de la re´pulsion a` courte porte´e.
Mais on sait e´galement que, pour la transition liquide-gaz, au voisinage du point cri-
tique on retrouve des comportements universels identiques a` ceux du ferromagne´tisme
pour le mode`le d’Ising. Ainsi, on peut constater qu’une divergence de la compressibilite´
n’est compatible, asymptotiquement pour les grandes distances, qu’avec un comporte-
ment monotone de la fonction de corre´lation de paire. Ceci correspond a` l’e´quation (39),
pour n = 1. J’ai donc cherche´ a` savoir si les ine´galite´s GKS sont ve´rifie´es dans certaines
limites au point critique. Pour cela, j’ai essaye´ de les de´river non pas a` partir du Hamilto-
nien microscopique mais en utilisant des relations ge´ne´rales des liquides et les proprie´te´s
du point critique.
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En utilisant les de´veloppements diagrammatiques de la physique des liquides, il est
possible par re´currence de construire la fonction de distribution a` n+1 corps a` partir de
celle a` n corps. On peut alors calculer la diffe´rence qui apparaˆıt dans l’ine´galite´ de GKS et
montrer qu’elle inclut les termes a` deux corps et des termes d’ordre supe´rieur. Finalement,
le comportement singulier des grandeurs thermodynamiques au point critique liquide-
gaz permet d’e´tablir le comportement asymptotique, pour des grandes distances entre les
points, des fonctions de corre´lation. On peut alors montrer que la diffe´rence qui apparaˆıt
dans l’ine´galite´ GKS est domine´e par la fonction a` deux corps dont le signe est bien
e´tabli au voisinage du point critique [III,IV]. La hie´rarchie de relations sur les inte´grales
des fonctions de corre´lation de´rive´e dans la partie 5.2 e´tant alors cruciale pour majorer
les termes a` plus de deux corps.
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5.4 Relations exactes de la physique des liquides en the´orie des
champs [XX,XXIII]
Etant donne´ les liens, entre la the´orie des champs et la physique des liquides, on peut
se demander s’il est possible de poursuivre la comparaison entre ces deux approches.
Par exemple, des the´ore`mes exacts et fondamentaux de la physique des liquides, comme
le the´ore`me du viriel ou le the´ore`me de contact sont-ils toujours valables dans le cadre
de la the´orie des champs ? Dans ce qui suit, je reprendrai la formulation discre`te de
l’inte´grale fonctionnelle, plus rigoureuse, et qui permet de discuter certaines divergences
qui apparaissent dans les calculs de the´orie des champs.
• The´ore`me du viriel [XX].
En physique des liquides, un the´ore`me important est le the´ore`me du viriel, dont l’ex-
pression fait apparaˆıtre explicitement a` la fois une grandeur macroscopique, thermody-
namique : la pression mais e´galement les interactions microscopiques. La relation s’e´crit3
βp = ρ˜− ρ˜22piβ
3
∫
V
g(r)
∂v(r)
∂r
r3 dr (40)
ou` p est la pression, ρ˜ la densite´ moyenne en physique des liquides, g est la fonction de
distribution de paire et v le potentiel de paire. Cette expression permet de calculer la
pression a` partir du potentiel microscopique et une approximation connue de la fonction
de distribution de paire.
Dans le cadre de la the´orie des champs, il est possible de rede´river cette expression
en exprimant de deux manie`res diffe´rentes l’effet d’un changement du volume, dans la
grande fonction de partition [XX]. D’un coˆte´, on peut e´crire trivialement le changement
du gran potentiel −pV → −p(V + ∆V ). De l’autre, on peut effectuer explicitement le
calcul de cette ope´ration sur l’inte´grale fonctionnelle. On peut rappeler le Hamiltonien
3A` pre´sent, pour faciliter la comparaison avec les relations standard de la physique des liquides, je
re´tablit la de´pendance en tempe´rature des diffe´rentes grandeurs.
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e´q. (7)
βH[ρ] =
V/a3∑
i
ρ(ri)a
3
[
ln
(
ρ(ri)Λ
3
)
− 1− βµ
]
+
V/a3∑
i,j
ρ(ri)a
3 βv(|ri − rj|) ρ(rj)a3 (41)
ou` l’on a e´crit que le potentiel de paire de´pend de la distance entre les points. On
peut effectuer la dilatation du volume en changeant le pas de la maille du re´seau :
a −→ λa. Dans cette transformation, la quantite´ qui repre´sente le nombre de particules
par unite´ de maille change : ρ(ri)a
3 −→ λ3ρ(ri)a3. La distance entre les cellules de
la maille ayant change´, la valeur du potentiel entre les points du re´seau est modifie´ :
v(|ri − rj|) −→ v(λ|ri − rj|). Finalement la longueur de de Broglie est aussi modifie´e
par rapport a` la nouvelle e´chelle du re´seau λa. En ce qui concerne les modifications du
champ λ3ρ(ri)a
3, il est toujours possible de rede´finir la variable d’inte´gration et de les
absorber. L’effet de la dilatation sur le terme ide´al, logarithmique, donne le terme ide´al
du membre de droite de l’e´quation du viriel et l’effet de la modification du potentiel
donne le terme lie´ aux interactions.
On notera que, dans cette pre´sentation, la dilatation a e´te´ effectue´e de manie`re a`
conserver le nombre de points dans l’inte´grale fonctionnelle, ce qui e´vite des contribu-
tions supple´mentaires dues a` la mesure. Ci-dessous nous verrons un exemple diffe´rent
ou` il faut e´galement manier avec attention la mesure d’inte´gration.
• The´ore`me de contact [XXIII].
Le the´ore`me de contact [40] est lui aussi un the´ore`me exact et inte´ressant de la physique
des liquides. Pour un liquide limite´ par une surface, il stipule que la valeur au contact du
profil des densite´s ρ(0) est e´gal a` la pression multiplie´e par β l’inverse de la tempe´rature :
βp = ρ(0). Il traduit l’e´quilibre me´canique a` cette surface.
On peut ve´rifier que cette relation reste vraie dans le cadre de l’approche par la
the´orie des champs. Pour cela on peut conside´rer deux syste`mes se´pare´s par une surface
rigide plane [XXIII]. Ces deux syste`mes ne sont couple´s que par cette surface et l’on
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va e´tudier l’effet du de´placement de celle-ci d’une unite´ de pas de la maille du re´seau
en allant d’un syste`me vers l’autre. Cette ope´ration introduit des sites supple´mentaires
dans un syste`me et les enle`ve de l’autre. Pour tenir compte de cet effet correctement dans
l’inte´grale fonctionnelle, il est judicieux d’introduire, pre´alablement, dans le syste`me qui
s’agrandit, les sites qui seront ajoute´s. Bien qu’ils ne soient nullement couple´s avec le
syste`me et ne sont de´crits par aucun Hamiltonien, ils ont ne´anmoins une contribution
dans l’inte´grale fonctionnelle. Ceci repre´sente une spe´cificite´ de la the´orie des champs,
lie´e a` l’existence de champs pouvant fluctuer librement sur un re´seau.
En calculant la diffe´rence des grands potentiels dans les deux situations obtenues en
translatant infinite´simalement la surface, on peut montrer que la diffe´rence des pressions
de part et d’autre de l’interface correspond a` la diffe´rence des densite´s. Dans le cadre de
la the´orie des champs, les relations de type Dyson, pre´sente´es dans la partie 5.1, jouent
un roˆle crucial, elles permettent de traiter explicitement la mesure lie´e aux sites qui
ont e´te´ ajoute´s ou retranche´s en translatant le syste`me. Finalement, on a la liberte´ de
prendre le syste`me dans un des demi-espaces comme infiniment dilue´ et retrouver ainsi
la forme usuelle du the´ore`me de contact. L’introduction d’un second syste`me est dans
cette de´monstration une manie`re de ge´rer correctement l’apparition de la mesure relative
aux sites du champ qui apparaissent dans un des syste`mes. Ici, en proce´dant toujours
par diffe´rence, on renormalise tout naturellement de possibles divergences lie´es a` cette
mesure, sans avoir a` les traiter explicitement.
L’e´tude de ce the´ore`me est instructive. Elle met en jeu des particularite´s du
formalisme de la the´orie des champs et se distingue de la de´monstration que l’on
pre´sente de ce the´ore`me en physique des liquides. Ce the´ore`me a de´ja` e´te´ traite´ de
plusieurs fac¸ons. Il se conc¸oit comme un e´quilibre me´canique dans le cadre de la the´orie
cine´tique des gaz ; par contre dans le cadre des e´quations YBG [37] l’accent est mis
sur le potentiel exte´rieur et dans ce cadre la de´monstration s’appuie sur deux manie`res
d’e´crire la translation de ce potentiel exte´rieur.
35
Dans les deux exemples qui pre´ce`dent, on peut noter la relative simplicite´ des
de´monstrations qui permettent dans le cadre de la the´orie des champs d’obtenir ces
relations exactes. Ne´anmoins, le traitement rigoureux ne´cessite, soit de compenser
d’e´ventuelles divergences, soit d’utiliser des relations exactes spe´cifiques de la the´orie des
champs comme les relations de Dyson. Ces e´le´ments sont caracte´ristiques et inhe´rents
au formalisme de la the´orie des champs. On notera e´galement que la forme du terme
ide´al dans le Hamiltonien, qui repre´sente l’e´le´ment de base de cette approche, joue un
roˆle de´terminant.
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6. The´orie de perturbation. Un
exemple simple : ions ponctuels a`
une interface plane.
6 The´orie de perturbation. Un exemple simple : ions
ponctuels a` une interface plane.
Les relations pre´sente´es jusqu’a` pre´sent sont des re´sultats exacts. Dans ce chapitre,
on pourra voir une application du formalisme de the´orie des champs en the´orie de per-
turbation, il permettra d’illustrer sur un exemple concret les apports de ce formalisme
quant a` la compre´hension d’un phe´nome`ne physique.
Comme syste`me, je conside´re le cas suppose´ simple d’ions ponctuels au voisinage
d’un mur neutre, la constante die´lectrique e´tant uniforme dans tout l’espace. La the´orie
de Gouy – Chapman pre´voit trivialement que les profils de distribution de charge et de
densite´ sont constants – la charge est nulle et la densite´ a la meˆme valeur qu’en volume.
En the´orie de perturbation, je pre´senterai les proprie´te´s directement lie´es au potentiel
coulombien : des re´sultats asymptotiques exacts sur le comportement des fonctions de
corre´lation de charge a` cette interface, ainsi que pour les fluctuations quadratiques de
charge au meˆme point. Ensuite, je montrerai l’existence d’un profil de densite´. Son ex-
pression, dans l’approximation a` une boucle, donne une valeur au contact en accord avec
la pression donne´e par Debye et tel que cela est pre´vu par le the´ore`me de contact. Fina-
lement, les profils de densite´ et de fluctuations quadratiques de la charge permettront de
rendre compte d’un phe´nome`ne d’inversion de la de´pendance de la capacite´ diffe´rentielle
avec la tempe´rature. Cet effet a e´te´ discute´ re´cemment dans la litte´rature et est visible
expe´rimentalement dans les sels fondus et sur des simulations nume´riques.
6.1 The´orie de perturbation.
Dans le cas d’ions ponctuels, le Hamiltonien e´q. (7) s’e´crit
βH[ρ] =
∫
drρ+(r)
[
ln
(
ρ+(r)Λ
3
)
− 1− βµ+
]
+ ρ−(r)
[
ln
(
ρ−(r)Λ
3
)
− 1− βµ−
]
+
β
2
∫
drdr′(ρ+(r)− ρ−(r)) vcoul(|r− r′|) (ρ+(r′)− ρ−(r′)). (42)
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Il est pre´fe´rable d’utiliser comme variables : la charge q = ρ+ − ρ− et la densite´ totale
s = ρ+ + ρ−, le Hamiltonien s’e´crit
βH[ρ] =
∫
dr
q(r) + s(r)
2
[
ln
(
q(r) + s(r)
2
Λ3
)
− 1− βµ+
]
+
∫
dr
q(r)− s(r)
2
[
ln
(
q(r)− s(r)
2
Λ3
)
− 1− βµ−
]
+β
1
2
∫
drdr′q(r) vcoul(|r− r′|) q(r′). (43)
Pour calculer l’inte´grale fonctionnelle, on applique la me´thode du col, la valeur des
champs dans cette approximation du col sont obtenus en minimisant le Hamiltonien
avec les conditions (δH/δs)|col = 0 et (δH/δq)|col = 0. Dans le cas de l’interface neutre,
on obtient tout simplement qcol = 0 et scol = eβ(µ++µ−) ≡ ρ¯. Le de´veloppement du
Hamiltonien autour de ces valeurs donne
βH[q, s] = −ρ¯V + β
2
∫
drdr′q(r) vcoul(|r− r′|) q(r′)
+
1
2ρ¯
∫
[δs2(r) + q2(r)]dr+ βδH (44)
ou` δs = s− scol. Le premier terme correspond simplement a` la valeur du grand potentiel
dans l’approximation du col, le second repre´sente l’interaction coulombienne usuelle. Les
termes quadratiques qui suivent contribuent e´galement au propagateur. Le Hamiltonien
δH contient les termes a` partir desquels se construit la the´orie de perturbation
βδH = − 1
6ρ¯2
∫
[δs3(r) + q2(r)s(r)]dr+
1
12ρ¯3
∫
[δs4(r) + 6δs2(r)q2(r) + q4(r)]dr+ · · ·(45)
Ces termes repre´sentent tous des couplages au meˆme point qui me´langent les champs de
charge et de densite´. La fonction de partition s’e´crit alors
Ξ = e−ρ¯V
∫
DqDs
[
∞∑
n=0
(−βδH)n
n!
]
e−
β
2
∫
drdr′q(r) vcoul(|r−r
′|) q(r′)+ 1
2ρ¯
∫
[δs2(r)+q2(r)]dr. (46)
La the´orie de perturbation consiste a` calculer les moyennes gaussiennes du terme entre
crochets. En accord avec les re´sultats du chapitre 4, le calcul s’organise en termes de
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de´veloppement en boucles et l’on ne conside`rera pas les diagrammes contenant des
boucles lie´es au terme ide´al du propagateur.
On notera que dans ce formalisme, on se donne le potentiel chimique et l’on calcule
la densite´ de manie`re perturbative, la premie`re approximation e´tant celle du col, contrai-
rement aux graphes de Mayer par exemple qui sont calcule´s a` partir de la vraie densite´
du liquide.
6.2 Corre´lations et fluctuations au voisinage d’une surface
plane [XI,XV,XVI].
• Corre´lations charge – charge.
Pour effectuer le calcul de l’inte´grale fonctionnelle, il est pre´fe´rable de de´velopper
les champs sur une base adapte´e, c’est-a`-dire qui tienne compte des conditions limites
impose´es par la surface. Il est alors possible de calculer a` l’ordre d’une boucle la fonction
de corre´lation de charge [XI,XV,XVI]. Concre`tement, on utilise une base qui correspond
aux fonctions propres de l’ope´rateur potentiel e´lectrique en pre´sence d’une interface. Le
calcul effectue´ dans cette base, redonne bien le comportement limite de Debye des fluides
charge´s, en volume
< q(r)q(r′) >vol = ρ¯
[
δ(r− r′)− K
2
D
4pi
e−KD r˜
r˜
]
(47)
ou` KD est l’inverse de la longueur de Debye. Au voisinage de la surface les corre´lations
sont donne´es par
< q(r)q(r′) >surf =
ρ¯e−KD r˜
∗
2pi
(
K2D
2r∗
+
KD
r∗2
− K
2
Dz˜
2 − 1
r∗3
− 3KDz˜
2
r∗4
− 3 z˜
2
r∗5
)
+
ρ¯
2pi
∫
K2dKJ0(KR)e
−|z˜|
√
K2+K2
D(48)
ou` z˜ = z + z′ est la distance au mur, R = |R − R′| la distance paralle`lement au mur,
r˜∗ est la distance entre le point r et l’image r′∗, point syme´trique par rapport au mur
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d’un second point r′ et J0 est une fonction de Bessel. Les premiers termes associe´s a`
la parenthe`se sont e´crante´s sur une distance qui est la longueur de Debye 1/KD. Ils
s’apparentent a` des corre´lations en pre´sence d’images bien qu’il n’y ait pas de forces
images, la constante die´lectrique e´tant uniforme dans le syste`me. Le comportement
asymptotique du dernier terme de´crit des corre´lations qui de´croissent exponentiellement
avec la distance au mur et en 1/R3 paralle`lement au mur. Ce re´sultat montre que les
corre´lations ne sont pas e´crante´es dans une direction paralle`le au mur. Ceci peut se
comprendre physiquement. Une fluctuation de charge, au voisinage de la surface est
e´crante´e par un nuage de signe oppose´. Ce nuage est de´forme´ au voisinage de la surface
et cre´e un dipoˆle ; c’est cela qui explique l’existence de corre´lations non e´crante´es avec
le comportement typique des interactions dipolaires [XVI]. Des re´sultats asymptotiques
e´quivalents ont e´galement e´te´ obtenus par B. Jancovici [41–43] et par J.N. Aqua et
F. Cornu [44, 45].
• Corre´lations de potentiel e´lectrique.
Dans le meˆme cadre, on peut e´galement calculer les fonctions de corre´lation du poten-
tiel e´lectrique. Contrairement aux corre´lations de charge celles-ci ne sont pas e´crante´es
en volume
β < V (r)V (r′) >vol=
1
4piε
[
1− e−KD r˜
] 1
r˜
. (49)
Au voisinage de la surface elles ont la meˆme forme que les corre´lations de charge
β < V (r)V (r′) >surf =
e−KD r˜
∗
2piεK2D
(
K2D
2r∗
+
KD
r∗2
− K
2
Dz˜
2 − 1
r∗3
− 3KDz˜
2
r∗4
− 3 z˜
2
r∗5
)
(50)
+
1
2piεK2D
∫
K2dKJ0(KR)e
−|z˜|
√
K2+K2
D .
Si l’on conside`re ces fonctions de corre´lations au meˆme point, autrement dit les fluc-
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tuations quadratiques du potentiel e´lectrique, on obtient dans le volume
β < V 2(r) >vol=
KD
4piε
(51)
et au voisinage de la surface le terme supple´mentaire est
β < V 2(r) >surf=
KD
4piε
−
[
e−2zKD
2zKD
(
1 +
2
zKD
+
1
(zKD)2
)
− 2K1(2zKD) + 2K1”(2zKD)
]
(52)
ou` K1 est une fonction de Hankel modifie´e [46] et K1” sa de´rive´e seconde.
Les fluctuations de potentiel en un point sont bien continues en traversant la surface.
En dehors du syste`me, elles ont un comportement asymptotique comme l’inverse de la
distance au mur. Ceci est le comportement que l’on trouverait face a` un conducteur, et
c’est ainsi que l’on conc¸oit la re´ponse du syste`me ionique vu de l’exte´rieur.
Finalement, l’amplitude de ces fluctuations δV = (< V (r) >)1/2 pour une solu-
tion raisonnable de concentration 0.1M d’un sel en solution aqueuse est de l’ordre de
δV ≈ 22mV, ce qui est comparable aux fluctuations thermiques a` tempe´rature ambiante
δV ≈ 26mV [XI,XVI].
6.3 Profil de densite´ a` l’interface neutre [XVI].
A` partir de la relation (48), il est possible de calculer les fluctuations quadratiques
de la charge en un point au voisinage de l’interface. Au voisinage de la surface, l’e´tude
de ces fluctuations montre qu’elles sont moins importantes quand on se rapproche de la
surface. Elles sont frustre´es par la surface et l’absence d’ions dans l’autre demi-espace.
Ce phe´nome`ne se re´percute, comme nous allons le voir, sur le profil des densite´s.
Pour des ions ponctuels, le propagateur pour le champ s est celui du gaz parfait, son
roˆle a e´te´ discute´ au chapitre 4. En the´orie de perturbation, combine´ avec le Hamilto-
nien de perturbation δH, il contribue pour que l’on ait les bons facteurs de syme´trie
pour chaque champ. On montre alors que le premier terme correctif a` la densite´, dans
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l’approximation a` une boucle, est donne´ par le terme de couplage en q2s du Hamiltonien
δH . Dans ces conditions la correction a` la densite´ s’e´crit
〈δs(r)〉 =
〈
δs(r)
∫
dr′q2(r′)δs(r′)
2ρ¯
〉
q
−
〈
δs(r)
∫
dr′q2(r′)δs(r′)
2ρ¯
〉
q,vol
(53)
ou` pour obtenir le profil, on retranche la valeur en volume des fluctutations de charge
et les moyennes sont calcule´es avec le Hamiltonien quadratique. Ce couplage apparaˆıt
comme un terme non trivial d’ordre cubique. Il montre qu’associe´ au profil des fluc-
tuations quadratiques de charge il existe un profil de densite´ de´crivant une de´sorption
globale des deux ions. Son expression est
〈δs(r)〉 = −K
3
D
8pi
I[zKD] (54)
ou` la fonction I(x) =
∫∞
1 dt e
−2xt/(t +
√
t2 − 1)2 est trace´e sur la figure 2. I(x) est une
Fig. 2 – Graphe de la fonction I relie´e au profil de densite´ total a` travers l’interface.
fonction rapidement de´croissante dont la valeur au mur est I(0) = 1/3.
La valeur au contact de la densite´ totale est celle pre´vue par le the´ore`me de contact.
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La pression e´tant calcule´e elle aussi a` l’ordre d’une boucle
∆p = −kBTK
3
D
24pi
, (55)
ce qui correspond a` la correction de Debye a` la pression. Ceci restitue une cohe´rence a`
la the´orie qui est absente dans la the´orie de Gouy – Chapman.
A` partir de ce profil de densite´, il est e´galement possible de calculer la tension inter-
faciale par l’isotherme d’adsorption de Gibbs ; on trouve alors une expression e´quivalente
a` celle que l’on trouverait en faisant le calcul directement a` partir de l’e´quation
inte´grale [XV,XVI].
Ces deux exemples de cohe´rence du calcul en the´orie des champs constituent un
re´sultat inte´ressant montrant qu’une the´orie des champs peut conduire a` des re´sultats
quantitatifs.
6.4 Effet anormal de la tempe´rature sur la capacite´
diffe´rentielle [XXI].
Il est un sujet qui re´cemment a inte´resse´ les chercheurs : l’inversion de la de´pendance
de la capacite´ diffe´rentielle avec la tempe´rature. Dans la the´orie de Gouy–Chapman, la
capacite´ diffe´rentielle est proportionnelle a` l’inverse de longueur de Debye KD. Celle-
ci se comporte comme la tempe´rature en T−1/2. Ceci se conc¸oit bien car la longueur
d’e´crantage de Debye croˆıt avec l’agitation thermique. Par conse´quent, dans ce mode`le,
la capacite´ diffe´rentielle de´croˆıt avec la tempe´rature. Or dans certains milieux tels que
les sels fondus [47–49] on observe une inversion de ce comportement. On pensait que
cela e´tait lie´ au caracte`re dense de ces milieux et donc probablement aux interactions
re´pulsives a` courte porte´e. Or, des simulations nume´riques ont montre´ que ce phe´nome`ne
apparaissait pour des syste`mes relativement peu denses, a` basse tempe´rature [50, 51].
Il est possible de montrer que la capacite´ diffe´rentielle entre deux parois planes s’e´crit
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en fonction de moments des corre´lations de charge
1
C
≈ − e
2
ε2AkBT
∫
dr1dr2(z1 − L1)(z2 − L1) < q(r1)q(r2) > (56)
ou` zi − L1 est la distance a` l’un des murs. En calculant de manie`re cohe´rente a` une
boucle toutes les quantite´s, on obtient une expression de la capacite´ diffe´rentielle [XXI]
e´gale a` celle du mode`le de Gouy–Chapman mais divise´e par le coefficient (1 + ηα), ou` α
est un coefficient nume´rique et η = K3D/(8piρ¯). Le terme correctif a un signe ne´gatif et
varie en fonction de la tempe´rature comme T−3/2, il peut alors devenir important a` basse
tempe´rature et conduire a` une inversion dans la variation de la capacite´ diffe´rentielle en
fonction de T . La courbe que l’on obtient est assez proche de celle obtenue par une
Fig. 3 – Capacite´s diffe´rentielles en fonction de la tempe´rature re´duite par simulation
nume´rique [51].
simulation nume´rique [50], bien que le calcul ne soit qu’a` une boucle 4. Aussi dans ce
calcul, je n’introduis pas de potentiel spe´cifique a` courte porte´e, ce qui semble indiquer
que l’effet que l’on cherche est de nature purement coulombienne.
4Une erreur lie´e a` une conversion entre diffe´rents syste`mes d’unite´s s’est malencontreusement glisse´e
dans la publication, la figure 4 tient compte de la correction. Celle-ci sera publie´e prochainement.
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Fig. 4 – Capacite´s diffe´rentielles en fonction de la tempe´rature re´duite : the´orie de
Gouy–Chapman en trait plein et le calcul en the´orie des champs en pointille´ [XXI].
Dans la litte´rature, il y a de´ja` eu des tentatives pour de´crire cet effet [52–54], or le
constat est que les approximations standard de la physique pour les syste`mes charge´s
tels que MSA, ou des versions ame´liore´es, sont incapables de rendre compte de cet effet.
Re´cemment, une version de la the´orie de la fonctionnelle a e´te´ capable de rendre compte
de ce phe´nome`ne [55].
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Il est inte´ressant de noter sur une e´tude concre`te quelques e´le´ments et spe´cificite´s de
l’approche de the´orie des champs. Ces e´le´ments sont principalement lie´s au Hamiltonien
ide´al qui de´termine la mesure pour les champs et soulignent son importance.
i) Dans le calcul des diffe´rentes grandeurs ce n’est pas toujours le meˆme terme du
de´veloppement perturbatif de δH qui intervient ce qui montre que tous les termes sont
importants et que c’est dans sa globalite´ que la fonctionnelle ide´ale compte. Un exemple
est le calcul de la capacite´ diffe´rentielle a` l’ordre d’une boucle qui ne´cessite plusieurs
couplages et qui illustre sur un exemple simple les resommations topologiques de´crites
au chapitre 4.
ii) La forme locale du terme ide´al m’a conduit assez naturellement a` calculer la fluc-
tuation de grandeurs comme la charge au meˆme point. L’importance des fluctuations de
quantite´s en un meˆme point a de´ja` e´te´ souligne´ lors de la pre´sentation des e´quations de
type Dyson (§ 5.1), ou` ce ne sont pas les corre´lations qui apparaissent dans ces expres-
sions mais une moyenne du logarithme de la densite´ en un point.
iii) Le terme ide´al conduit aussi a` une interpre´tation physique. Si les termes entropiques
s’e´crivent se´pare´ment en fonction des densite´s des anions et des cations, il n’en est pas
de meˆme en termes de charge et de densite´ totale. Modifier la charge est une manie`re de
changer la re´partition des anions et des cations et donc de changer la contribution locale
a` l’entropie ide´ale. On comprend alors aise´ment que les proprie´te´s e´lectriques associe´es
a` la charge doivent eˆtre e´galement couple´es a` la densite´ totale par le biais de l’entropie
ide´ale. C’est cet effet qui permet alors de pre´voir l’existence d’un profil de densite´ au
voisinage d’une interface neutre.
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7 Nouvelles me´thodes d’analyse issues de la the´orie
des champs.
Dans ce qui pre´ce`de, j’ai conside´re´ un syste`me forme´ d’ions ponctuels. Ici, j’e´tudierai
l’effet de certaines interactions spe´cifiques sur la structure des interfaces charge´es ou
des solutions. L’objectif n’est pas de donner une description microscopique exacte
de ces syste`mes, mais plutoˆt de de´gager des ide´es simples permettant de mieux les
appre´hender. Dans le cadre de cette approche plus phe´nome´nologique, je pre´senterai sur
quelques exemples de nouvelles me´thodes d’analyse. Ce travail s’inscrit naturellement
dans le contexte dans lequel j’ai travaille´, que ce soit sur les syste`mes autoorganise´s, sur
les liquides ioniques ou en e´lectrochimie, ou` on aborde l’e´tude de syste`mes complexes
pour lesquels une description microscopique de´taille´e est difficile.
7.1 Interfaces charge´es et groupe de Lie. Transition de
de´sorption [IX].
Le premier exemple que je vais conside´rer repre´sente une extension de la the´orie
de Gouy–Chapman. Que se passe-t-il si l’on souhaite inclure l’effet d’une adsorption
spe´cifique ? Celle-ci ayant pour conse´quence d’induire un couplage supple´mentaire avec
la surface, par le biais d’un potentiel non coulombien a` courte porte´e.
Pour de´crire un tel couplage, il est ne´cessaire de conside´rer que dans la solution
ionique, il existe e´galement un couplage non local a` courte porte´e, dont la repre´sentation
la plus simple est un terme de´pendant du gradient des densite´s. Par raisons de syme´trie,
le terme le plus simple que l’on puisse e´crire est
βHnonloc [ρ+, ρ−] = 1
2
∑
i,j=+,−
∫
z≥0
bij [∇ρi(r)][∇ρj(r)], dr (57)
ce terme se rajoutant au Hamiltonien e´q. (43). En prenant, des coefficients identiques
bij = b, ce terme porte alors sur la densite´ totale s. Dans une the´orie de champ moyen,
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les e´quations de´crivant le syste`me sont des e´quations diffe´rentielles qui donnent les pro-
fils de densite´ en fonction de la charge et du parame`tre d’adsorption a` l’e´lectrode. En
introduisant l’e´quation de Poisson, on obtient deux e´quations diffe´rentielles du second
ordre a` l’interface [XIII,XIX]. L’utilisation d’une approximation de champ moyen pour-
rait conduire a` assimiler ce calcul a` celui de la DFT, mais l’inte´reˆt du cadre de la the´orie
des champs consiste a` proposer une interpre´tation originale de ces e´quations.
Ainsi, un syste`me est caracte´rise´ par une valeur de la charge et une valeur de l’ad-
sorption au mur situe´ en z = 0. A` ces valeurs correspondent un profil de charge et un
profil de densite´. Nous allons maintenant e´tendre ces notions de charge et d’adsorption
au mur en introduisant des variables additionnelles
σ(z) = −dv(z)
dz
(58)
h(z) = b2
d
dz
[
ρ+(z)
ρ¯+
+
ρ−(z)
ρ¯−
]
(59)
ou` les diffe´rentes grandeurs sont sans dimension et g±(z) = (ρ±(z)/ρ¯±) sont les densite´s
re´duites par rapport a` leur valeur de champ moyen en volume. Ces nouvelles variables
sont σ(z) qui est en fait le champ e´lectrique et h(z) le gradient des densite´s dans le plan
de coordonne´ z. Ces variables repre´sentent aussi un mur fictif en z qui aurait ces meˆmes
valeurs de charge et d’adsorption. En introduisant ces variables, on obtient un nouveau
syste`me d’e´quations diffe´rentielles du premier ordre
dg+
dz
=
σg+g− +
h
b2
g+
g+ + g−
(60)
dg−
dz
=
−σg+g− + h
b2
g−
g+ + g−
(61)
dσ
dz
= g+ − g− (62)
dh
dz
= ln(g+g−). (63)
Les conditions limites sont donne´es par les valeurs de la charge et de l’adsorption sur le
mur “re´el” en z = 0 et les densite´s ont asymptotiquement loin du mur, la valeur qu’elles
doivent avoir en volume. L’inte´reˆt de cette nouvelle repre´sentation des e´quations est
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apparente si l’on remarque que ces e´quations diffe´rentielles ont la structure d’un groupe
de Lie a` un parame`tre car il s’agit d’e´quations diffe´rentielles du premier ordre dont le
membre de droite ne fait pas intervenir explicitement le parame`tre z. Cette structure
des e´quations diffe´rentielles permet d’imaginer pour un point z quelconque de ces profils,
un proble`me de Cauchy qui associe une e´lectrode fictive qui aurait la charge σ(z) et un
parame`tre d’adsorption h(z) telle qu’elle produirait les meˆmes profils a` partir du point
conside´re´ jusque dans le volume. Ceci est une ge´ne´ralisation d’une proprie´te´ qui existe
de´ja` sous une forme plus simple dans la the´orie de Gouy–Chapman. A` savoir qu’il existe,
dans ce cas, un unique profil de charge permettant de de´crire tous les syste`mes possibles.
Dans cette the´orie, la position de l’e´lectrode sur ce profil de´termine une seule et unique
e´lectrode avec une valeur donne´e de la charge et re´ciproquement une charge du mur
correspond a` un emplacement unique sur ce profil. Dans notre cas, on ge´ne´ralise cette
analyse a` des e´lectrodes caracte´rise´es par deux grandeurs. Dans la figure 5, on peut
trouver une repre´sentation d’une se´rie de profils.
Fig. 5 – Repre´sentation sche´matique d’une se´rie de profils dans l’espace g+, g−. Le point
de cordonne´es (1,1) repre´sente le syste`me a` l’infini, en volume et le point (0,0) correspond
a` la transition de de´sorption de´crite dans le texte.
Ainsi, on ne conside`re plus les diffe´rentes interfaces comme des syste`mes inde´pendants
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en fonction des valeurs de la charge et de l’adsorption, mais on peut les classer en
sous–ensembles de syste`mes correspondant a` un meˆme profil. Pour chaque profil, ces
sous–ensembles constituent des repre´sentations de groupes de transformations. Dans la
figure 6, ils sont repre´sente´s par des trajectoires dans l’espace des parame`tres charge –
adsorption qui est aussi l’espace des phases thermodynamique. Ces trajectoires donnent
Fig. 6 – Repre´sentation sche´matique dans l’espace des phases σ, h des syste`mes dont les
profils sont donne´s dans la figure 5. Le point (0,0) correspond au syste`me en volume. Les
points A,B et C sont de´crits dans le texte. La ligne coupant les trajectoires et passant
par B de´crit la limite de de´sorption discute´e dans le texte.
une structure non triviale a` l’espace des phases, qui correspond bien a` des proprie´te´s
physiques. En effet, l’existence d’une structure de groupe de transformations conduit
naturellement a` se demander s’il existe des invariants lors des transformations et combien
sont-ils. On peut montrer qu’il en existe un nombre de´termine´ (dans le cas pre´sente´
trois) et que l’un d’entre eux correspond a` la pression. Cette quantite´ est clairement une
grandeur conserve´e le long d’un profil quand on traverse le syste`me, autrement dit le
long d’une trajectoire dans l’espace des phases.
La structure de l’espace des phases qui est mise en e´vidence montre l’existence d’une
re´gion interdite qui correspond a` une transition de phase de de´sorption [IX,XIII]. Dans
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la figure 6, le point A repre´sente un syste`me ayant des profils avec des valeurs finies des
densite´s au mur, le point B repre´sente un syste`me dont les profils s’annulent au mur et
le point C est dans une re´gion interdite de l’espace des phases, la frontie`re e´tant la ligne
qui coupe les trajectoires et qui passe par B. Cette transition de de´sorption permet de
proposer une interpre´tation d’un phe´nome`ne expe´rimental tre`s ge´ne´ral et qui apparaˆıt
dans plusieurs solvants (eau, me´thanol [56], N-me´thylformamide (NMF) [57] ou milieux
aprotiques tels que le di-me´thylformamide (DMF) [58]) sous la forme d’une portion
universelle des courbes de capacite´ diffe´rentielle expe´rimentales en fonction du potentiel
de l’e´lectrode. Dans cette portion de la courbe, la capacite´ diffe´rentielle apparaˆıt comme
inde´pendante de la nature des ions [59–61], ceci e´tant repre´sente´ de manie`re sche´matique
sur la figure 7. En tenant compte du me´canisme de de´sorption pre´vu par l’analyse des
Fig. 7 – Repre´sentation sche´matique d’une se´rie de courbes de capacite´ diffe´rentielle en
fonction de la charge a` l’e´lectrode dans un meˆme solvant mais avec une se´rie d’anions
ou de cations diffe´rents.
e´quations diffe´rentielles, on trouve les courbes de capacite´ diffe´rentielle de la figure 8.
L’analyse qualitative de ces courbes montre une re´gion commune aux deux courbes les
plus externes. La courbe interne ne coupe pas cette re´gion. Cette re´gion s’interpre`te
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comme un domaine ou` il y a de´sorption des anions ou des cations a` la surface donnant
lieu a` des portions de courbes de capacite´ diffe´rentielle universelles.
Fig. 8 – Se´rie de courbes de capacite´ diffe´rentielle calcule´es par le mode`le avec une se´rie
de parame`tre diffe´rents. Les deux courbes les plus externes sont analogues a` celles de la
figure 7, la courbe la plus haute quant a` elle ne traverse pas la zone de de´sorption.
Les ingre´dients inclus dans le Hamiltonien de de´part sont simples et le me´canisme
qui conduit a` cette transition de de´sorption est tre`s ge´ne´ral. Il me semble que l’inte´reˆt
de cette approche en terme de champs est de permettre un type d’analyse qu’il
serait difficile de mettre en œuvre aussi simplement dans le cadre d’une approche
microscopique en terme de particules.
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7.2 De´mixtion et proprie´te´s e´lectrostatiques : une de´mixtion
frustre´e [VI,X].
Le second exemple correspond e´galement a` une question simple et ge´ne´rale. Dans
les syste`mes coulombiens, l’existence de deux champs, l’un associe´ aux anions et l’autre
aux cations, conduit naturellement a` se demander quel est l’effet de l’affinite´ entre ces
champs, due aux interactions spe´cifiques, sur les proprie´te´s e´lectriques du syste`me.
Dans un premier temps, j’ai conside´re´ le syste`me en phase homoge`ne. Si les interac-
tions de´favorisent le me´lange des deux espe`ces on parlera de de´mixtion. Il est clair qu’un
tel phe´nome`ne est frustre´ par le potentiel coulombien qui interdit qu’une espe`ce charge´e
ne se se´pare spontane´ment de l’autre sur des distances macroscopiques. La mode´lisation
la plus simple de ces effets spe´cifiques consiste a` les e´crire sous la forme d’un couplage
quadratique local pour les champs
βHloc [ρ+, ρ−] = 1
2
∑
i,j=+,−
∫
z≥0
aijρi(r)ρj(r)dr. (64)
Le calcul montre que la longueur d’e´crantage de Debye λD est simplement modifie´e par
une combinaison des coefficients aij
λD −→ (1 + a++)(1 + a−−)− a
2
+−
2 + a++ + a−− + 2a+−
λD, (65)
on peut montrer que le coefficient s’annule quand les champs ont tendance a` se
se´parer [VI] [62–64]. Ceci se comprend bien dans la mesure ou` lors de la de´mixtion,
on change la re´partition relative des espe`ces et donc on modifie le comportement de
la charge. L’e´crantage d’un champ par l’autre devient alors d’autant plus facile que les
champs ont une tendance naturelle a` se se´parer. On a ici une illustration de comment la
the´orie des champs permet d’introduire des concepts de manie`re simple. Introduire les
interactions par des constantes de couplage quadratiques permet de se focaliser unique-
ment sur la de´mixtion, sans devoir de´tailler des informations structurelles microscopiques
de´pendant de la forme exacte des potentiels d’interaction. Une telle interpre´tation en
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terme de de´mixtion semble plus difficile a` mettre en e´vidence en partant des potentiels
d’interaction, qui sont des fonctions, dont la forme ne renseigne pas directement sur les
proprie´te´s d’affinite´ entre les espe`ces.
Ce type d’analyse nous a conduit, avec A. Filippov, a` essayer de mettre en e´vidence le
roˆle de la de´mixtion dans le cadre de simulations nume´riques [X,XIII]. Dans la figure 9, on
Fig. 9 – Simulations nume´riques d’un syste`me coulombien a` deux dimensions.
peut voir un syste`me charge´ interagissant par le potentiel coulombien a` deux dimensions :
potentiel logarithmique. Pour le parame`tre de tempe´rature choisi, la figure montre la
formation de paires d’ions.
Dans la figure 10, nous conside´rons un syste`me coulombien analogue pour lequel on
a ajoute´ des interactions spe´cifiques telles qu’elles induiraient une de´mixtion en absence
de potentiel coulombien. Les potentiels d’interaction spe´cifiques sont choisis purement
re´pulsifs, ce qui permet d’avoir la transition de de´mixtion a` l’exclusion de celle de type
liquide – gaz. Sur les configurations instantane´es issues de la simulation, on voit claire-
ment apparaˆıtre des structures ou` s’organisent des ions de meˆme signe. Ce qui correspond
a` des de´mixtions locales, frustre´es a` plus longue e´chelle par le potentiel coulombien.
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Fig. 10 – Syste`me e´quivalent a` celui de la figure 9 en incluant cette fois les interactions
spe´cifiques.
L’analyse par la the´orie des champs permet ainsi de mettre en valeur des notions phy-
siques simples et claires ainsi qu’une analogie inte´ressante entre syste`mes coulombiens
et syste`mes autoorganise´s, qui a e´galement e´te´ mise en e´vidence par F.H. Stillinger [65].
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7.3 Interactions spe´cifiques : effets de tailles des ions et de sol-
vant [XIV,XIX].
Dans les deux exemples pre´ce´dents nous avons vu comment dans le cadre de la the´orie
des champs il est possible de pre´voir certains phe´nome`nes a` partir de conside´rations
tre`s ge´ne´rales. Pour le phe´nome`ne de transition de de´sorption, il suffit d’introduire la
non localite´ des interactions spe´cifiques et un couplage a` courte porte´e entre la solution
et l’e´lectrode. Dans le cas de la notion de “de´mixtion frustre´e” il suffit de discuter
l’affinite´ entre les champs en terme de constantes de couplage. La the´orie des champs
peut eˆtre e´galement plus quantitative sans que cela ne soit pour autant une approche
quantitative a` l’e´chelle microscopique. En restant dans le cadre d’une approximation
locale, je conside`re ici des extensions de la notion de constante de couplage. D’une
part, on peut ge´ne´raliser le sens physique des constantes de couplage en les conside´rant
comme des interactions effectives entre ions en pre´sence de solvant. D’autre part, pour
rendre compte de proble`mes de volume exclu, je ge´ne´raliserai la constante de couplage
a` une fonction de´pendant de la densite´, ce qui e´quivaux a` tenir compte d’ordres plus
e´leve´s que des termes quadratiques.
J’ai ainsi conside´re´, dans un premier temps, l’effet du volume exclu duˆ au potentiel
de sphe`re dure [XIV]. Ici, je pre´senterai l’e´tude plus ge´ne´rale ou` l’on tient compte
e´galement d’interactions effectives dues au solvant. Le Hamiltonien est celui de l’e´q. (43)
avec des termes quadratiques tels que ceux donne´s par l’e´q. (64) qui repre´senteront
l’effet du solvant et finalement pour tenir compte des effets de volume exclu j’ai choisi la
fonctionnelle d’un me´lange de sphe`res dures (Boublik – Mansoori – Carnahan – Stirling
– Leland) [66, 67]. A` partir de ce Hamiltonien, j’ai pu calculer des courbes de capacite´
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diffe´rentielle. J’ai compare´ les effets pre´vus dans cette the´orie avec un syste`me de
sphe`res dures pour le solvant et un mode`le primitif pour les ions dont l’e´tude a e´te´ faite
dans le cadre des approximations standard de la physique des liquides par Lamperski et
Outhwaite [68]. La figure 11 montre les effets du solvant en fonction de sa concentration
pour deux the´ories. La de´pendance en fonction de la concentration du solvant a` forte
charge est diffe´rente pour les deux the´ories. Dans le mode`le de the´orie des champs,
Fig. 11 – Effet de la concentration du solvant sur les courbes de capacite´ diffe´rentielle
en fonction de la charge, pour deux the´ories : Gouy-Chapman-Stern avec volume exclu
(traits pointille´s), Poisson Boltzmann modifie´ (trait plein) [68].
en variant les parame`tres aij, la figure 12 montre les pre´dictions pour un e´lectrolyte
de meˆme concentration et des ions de meˆme taille que dans [68]. La de´pendance des
parame`tres aij sera discute´e a` l’avenir en fonction de la concentration du solvant. Pour
l’heure, on peut noter que les diffe´rentes the´ories pre´voient une saturation ou diminution
de la capacite´ diffe´rentielle a` forte charge. Ceci indique qu’elles rendent bien compte
d’effets d’empilement des sphe`res dures pour des murs fortement charge´s.
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Fig. 12 – Effet des parame`tres aij sur les courbes de capacite´ diffe´rentielle. The´orie de
Gouy–Chapman en pointille´. De haut en bas a = 0, 0.1, 0.4, 1 [XIX].
J’ai e´galement e´tudie´ les effets de taille des ions. Sur la figure 13 sont repre´sente´es les
courbes de capacite´ diffe´rentielle pour le meˆme solvant et des ions de taille diffe´rente [68].
Sur la figure 14, pour une valeur du parame`tre a, on peut voir les courbes de capacite´
diffe´rentielle pour la meˆme se´rie d’ions calcule´es en the´orie des champs.
Dans les deux cas, on peut dire que l’on a des re´sultats assez proches de ceux obtenus
par la the´orie des liquides bien que la mode´lisation soit ici tre`s simple et ne rende pas
compte en de´tail des effets microscopiques et que l’approximation utilise´e corresponde
au champ moyen.
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Fig. 13 – Effet de la taille des ions (diame`tre dion) sur les courbes de capacite´ diffe´rentielle
[68].
Fig. 14 – Effet de la taille des ions sur les courbes de capacite´ diffe´rentielle, pour les
meˆmes valeurs de diame`tre des ions que ceux de la figure 13.
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8. Projets.
8 Projets.
A` ce stade de ma recherche, il existe un certain nombre d’acquis tel que le fait
que l’on puisse utiliser le formalisme de la the´orie des champs au meˆme titre que la
me´canique statistique usuelle. Ce rapprochement entre les deux formalismes ne veut
pas pour autant dire identite´. La description en terme de champs reste une approche
tre`s diffe´rente d’une description en terme de particules. Des notions familie`res pour les
particules sont a` rediscuter lorsque l’on conside`re les champs et prennent une forme
nouvelle, spe´cifique de ce formalisme. C’est le cas du principe d’indiscernabilite´ qui est
usuel pour les particules, mais qui doit eˆtre reformule´ pour les champs (chapitre 4). Il
est donc clair que le formalisme de la the´orie des champs que je de´veloppe en est a` ses
de´buts et les projets sont nombreux.
Dans ce me´moire, j’ai re´pondu a` un de mes objectifs qui consiste a` montrer que l’on
peut combiner dans le cadre d’une the´orie des champs le caracte`re simple et intuitif
d’une approche de type Landau avec une description quantitative. J’ai montre´ que le
formalisme de la the´orie des champs permet d’e´tablir des relations exactes nouvelles. En
appliquant la the´orie de perturbation aux syste`mes coulombiens j’ai pu de´river des effets
caracte´ristiques de ces syste`mes. Finalement, j’ai montre´ comment ce formalisme pouvait
eˆtre utilise´ dans l’esprit d’une the´orie phe´nome´nologique de type Landau comme outil
pour de´gager des concepts simples et comprendre la physique de syste`mes complexes.
Ci-dessous on trouvera quelques axes principaux autour desquels s’organisent mes
projets. D’un point de vue me´thodologique, je m’inte´resserai a` de´velopper des aspects
ge´ne´raux et fondamentaux – de´river des relations exactes, de´velopper de nouveaux outils
et approximations. Ces e´tudes porteront soit sur le Hamiltonien exact, soit sur un Ha-
miltonien phe´nome´nologique de type Landau dans le cadre d’une approche heuristique.
Un de mes objectifs sera justement de discuter le lien entre ces diffe´rentes approches.
Je de´taillerai e´galement dans ces projets quelques-uns des syste`mes auxquels je souhaite
appliquer ce formalisme. Finalement, je discuterai de la possibilite´ de mettre en œuvre,
dans ce cadre, de nouvelles approches de simulations nume´riques.
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8.1 Aspects fondamentaux.
8.1.1 Les relations de Dyson.
Dans le chapitre 5, j’ai de´rive´ des relations caracte´ristiques de la the´orie des champs
telles que l’e´quivalent des e´quations du mouvement pour ce formalisme. J’ai montre´ les
similitudes et les diffe´rences existant entre cette relation (e´q. (29)) et l’e´quation YBG
qui est une e´quation fondamentale en physique des liquides. Contrairement a` celle-ci,
elle ne fait directement appel qu’au champ et ne contient pas de corre´lation spatiale. Le
proble`me n’est donc pas de trouver une relation de fermeture pour re´soudre l’e´quation
mais de calculer les diffe´rentes grandeurs en tenant compte a` tout ordre de l’effet des
fluctuations. Il est clair que la mise en application de telles relations doit conduire a` des
approximations nouvelles.
Un des inte´reˆts de ces relations re´side dans le fait qu’il en existe une infinite´.
L’e´quation (28) a e´te´ e´tablie en partant de la fonction de partition, or la moyenne d’une
grandeur quelconque s’exprime e´galement comme une inte´grale fonctionnelle. E´crire l’in-
variance de cette quantite´ par rapport a` la variable muette, le champ, donne alors des
relations. Celles - ci sont diffe´rentes pour chacune des grandeurs e´tudie´es. Il me semble
qu’il serait inte´ressant d’analyser la signification de ces relations, dont il n’existe pas, a`
ma connaissance, d’e´quivalent en physique des liquides. Par exemple, est-il possible de
combiner plusieurs de ces relations et e´liminer certaines variables ? Quelle est la nature
de ces nouvelles relations et quelles informations peuvent-elles apporter sur les syste`mes
e´tudie´s ?
8.1.2 Proprie´te´s de syme´trie.
Les relations de Ward – Takahashi que j’ai pre´sente´ au paragraphe 5.2 sont des
outils puissants de la the´orie des champs. Ils de´crivent les conse´quences de proprie´te´s
de syme´trie. J’en ai pre´sente´ un exemple simple pour l’invariance par translation et par
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rotation qui sont des syme´tries globales. L’inte´reˆt d’une formulation en terme de variables
continues, les champs, est de pouvoir de manie`re analogue e´tablir d’autres relations en
exploitant d’autres syme´tries continues du Hamiltonien. Je me propose d’explorer cette
voie dans le futur.
Dans cet esprit, il serait inte´ressant de voir s’il existe sur le Hamiltonien exact, par
exemple, un principe d’invariance de phase analogue a` celui de l’e´lectrodynamique quan-
tique sur ce type de Hamiltonien. Une telle invariance pourrait-elle eˆtre lie´e aux proprie´te´s
de l’e´quation de Poisson, existe-t-il une relation avec le fait que le potentiel e´lectrique
est de´fini a` une constante pre`s ?
Notons aussi que la signification de champ peut eˆtre ge´ne´ralise´e, il n’est pas ne´cessaire
que le champ soit la densite´ de matie`re. Dans le cas des syste`mes charge´s, il existe
d’autres champs – le potentiel ou le champ e´lectrique. Est-t-il possible de transformer le
Hamiltonien exact en termes de ces nouveaux champs ? Si oui, est-il possible d’analyser
le Hamiltonien transforme´ a` l’aide de nouvelles syme´tries ?
Dans le cas des syste`mes coulombiens, on sait que la forme du potentiel d’inter-
action a` longue porte´e conduit aux relations de Stillinger–Lovett, en volume ou aux
interfaces. De`s lors, est-il possible de de´river ces relations fondamentales en utilisant une
proprie´te´ de syme´trie ou plus ge´ne´ralement une transformation sur les champs ? Ceci
permettrait de donner un nouvel e´clairage a` ces relations caracte´ristiques des syste`mes
coulombiens. Une telle de´marche pourrait eˆtre particulie`rement utile dans l’e´tude du
voisinage du point critique ou` l’universalite´ des comportements est traditionnellement
discute´e en terme de proprie´te´s ge´ne´rales telles que des syme´tries. Ceci sera de´taille´ au
paragraphe 8.2.1.
J’ai insiste´ dans cette partie sur le roˆle des proprie´te´s de syme´trie du Hamiltonien, car
leur utilisation est naturelle en the´orie des champs et elles constituent un outil robuste.
Dans ce qui suit je pre´ciserai ce roˆle pour certaines applications.
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8.1.3 Autre syme´tries. Syste`mes inhomoge`nes.
Dans le cadre de mon travail sur les syste`mes coulombiens aux interfaces charge´es, j’ai
introduit, en the´orie de champ moyen, un ensemble d’e´quations diffe´rentielles a` l’interface
et montre´ qu’elles correspondent a` une repre´sentation d’un groupe de Lie a` un parame`tre.
A priori, la structure en groupe de Lie n’est pas ge´ne´rale car l’approximation de champ
moyen ne´glige les corre´lations. Toutefois, l’analyse de la the´orie de champ moyen est
une e´tape essentielle dans l’e´laboration d’une the´orie plus raffine´e. Dans cette optique,
l’analyse a` partir d’un groupe de Lie est utile car elle permet des discussions simples.
Par exemple, l’existence de la structure de groupe continu pose le proble`me de l’exis-
tence d’invariants. Dans l’e´tude des solutions ioniques aux interfaces (§ 7.1), l’un de
ces invariants n’est autre que la pression qui est clairement une quantite´ conserve´e a`
travers l’interface. On sait e´galement qu’il existe, pour ce syste`me, deux autres inva-
riants pour lesquels j’essaie de trouver le sens physique. Ce type d’approche permet
aussi d’e´laborer des interpre´tations qui ont une porte´e ge´ne´rale. Ainsi, le phe´nome`ne de
de´sorption pre´vu dans cette approche, permet de rendre compte d’une large classe de
re´sultats expe´rimentaux.
L’inte´reˆt et l’importance de la structure de groupe sugge`re de nombreuses interroga-
tions. On peut se demander quelle est justement la signification physique d’une brisure
de cette syme´trie ? Y a-t-il un lien avec les proprie´te´s d’adsorption du syste`me ou l’ap-
parition de transitions de phases aux interfaces ?
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8.1.4 D’autres questions ...
Une des originalite´s de l’approche par la the´orie des champs est d’introduire une sorte
d’indiscernabilite´ sur les champs qui doit eˆtre associe´e au principe d’indiscernabilite´ pour
les particules. Le Hamiltonien ide´al introduit, par une alge`bre particulie`re, le groupe des
permutations au niveau des champs. Au chapitre 6, sur un exemple pre´cis, nous avons vu
que ce terme apporte une interpre´tation simple et pertinente a` l’entropie ide´ale. Pour les
syste`mes coulombiens, il introduit le me´lange entre les champs de charge et de densite´
ce qui a des conse´quences importantes et non triviales sur les proprie´te´s de ces syste`mes
aux interfaces. Je pense que bien que nous en connaissions certains effets, il reste fort a`
faire pour comprendre les diverses manifestations du Hamiltonien ide´al.
Une de ses particularite´s est de donner une formulation locale de l’indiscernabilite´,
ce qui, a` mon avis, repre´sente une forme assez naturelle. En effet, elle ne ne´cessite plus
la notion usuelle de permutations des “labels” de particules localise´s en diffe´rents points
de l’espace.
Aussi, l’utilisation ne´cessaire de l’e´nergie libre dans le Hamiltonien semble intro-
duire exactement non seulement l’entropie ide´ale, mais e´galement l’e´nergie interne. Ceci
sugge`re qu’il devrait eˆtre possible de ge´ne´raliser ce Hamiltonien pour y inclure les degre´s
de liberte´ cine´tiques.
On peut se demander alors si cette the´orie des champs classique, par sa manie`re
originale d’introduire des e´le´ments de la physique quantique, peut apporter des re´ponses
et une vision nouvelle en ce qui concerne la correspondance entre la description du monde
quantique et de sa limite classique ?
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8.2 Des syste`mes mode`les.
8.2.1 Syste`mes coulombiens.
• “The´ore`me de contact” pour la charge : la conjecture de Henderson -
Fawcett.
J’ai montre´ dans la partie 5.4, que le the´ore`me de contact peut eˆtre obtenu dans le
cadre de la the´orie des champs et que cela apporte une nouvelle interpre´tation a` cette
relation. Ce the´ore`me de contact peut eˆtre ge´ne´ralise´ pour les syste`mes coulombiens en
incluant le terme de pression e´lectrostatique.
Dans un article re´cent, sous la forme d’une conjecture, Henderson et Fawcett [69] ont
sugge´re´ un the´ore`me de contact pour la charge. Il s’agit d’un proble`me inte´ressant car il
n’est pas e´vident qu’il existe une relation simple pour la charge, analogue a` celle que l’on
a pour la densite´. L’existence du potentiel coulombien a` longue porte´e fait que, a priori,
il faut connaˆıtre le syste`me dans son inte´gralite´ pour en discuter le comportement. Mais,
sous un autre angle, la re´ponse du syste`me consiste ge´ne´ralement a` e´cranter les grandeurs
e´lectriques, ce qui peut ramener alors le proble`me a` la discussion d’un phe´nome`ne local.
Dans le cas d’une the´orie de champ moyen, le proble`me est soluble et conduit a` un
the´ore`me de contact pour la charge que l’on de´duit de la the´orie de Gouy–Chapman.
Avec Myroslav Holovko, nous essayons de discuter ce proble`me en mettant en paralle`le
l’approche par la the´orie des champs et les e´quations inte´grales de la physique des
liquides. Les premiers re´sultats semblent montrer que l’on peut discuter cette relation
non pas en terme d’e´quilibre me´canique, mais en terme d’e´quilibre e´lectrochimique.
Nous sommes en contact avec Douglas Henderson et nous allons discuter de nos re´sultats.
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• Phe´nome`nes critiques dans les syste`mes coulombiens.
Il y a dans la litte´rature une contreverse en ce qui concerne la classe d’universalite´ du
mode`le primitif (sphe`res dures charge´es de meˆme diame`tre). Aujourd’hui, il semble e´tabli
que du point de vue des simulations nume´riques [70, 71] le comportement critique de ce
mode`le soit celui du mode`le d’Ising. D’un point de vue expe´rimental [72–74], ceci est tre`s
difficile a` mettre en e´vidence car le domaine ou` le syste`me n’a pas un comportement de
type champ moyen est tre`s re´duit. En ce qui concerne les approches the´oriques, il n’existe,
a` ma connaissance, pas d’arguments rigoureux capables d’expliquer ce re´sultat [72,74,75].
Il n’est pas suˆr que cette the´orie des champs puisse apporter une re´ponse directe a`
cette question car le potentiel de sphe`res dures est singulier et difficile a` e´tudier dans
ce formalisme. Ne´anmoins, il ne me semble pas que cet aspect soit important. On peut
conside´rer un autre potentiel re´pulsif re´gulier comme un potentiel gaussien. En revanche,
la syme´trie des ions (en taille et en charge) qui conditionne les relations entre les champs
de densite´ et de charge me semble importante [76]. Dans le cas du mode`le primitif, au
voisinage de la transition, les fluctuations de densite´ sont importantes. Les interactions
re´pulsives, identiques entre les ions, ne suffisent pas a` pre´voir une telle transition. Le
roˆle du potentiel coulombien est donc essentiel. Or, ce dernier porte sur la charge. Il me
semble donc important que l’approche the´orique rende compte d’un couplage entre les
fluctuations de charge et celles de densite´. Nous avons vu qu’un tel couplage apparaˆıt
naturellement dans le formalisme de la the´orie des champs comme une conse´quence du
Hamiltonien ide´al. Avec Myroslav Holovko, nous avons l’intention de discuter dans un
premier temps, de manie`re ge´ne´rale, un sche´ma minimal pour l’apparition du compor-
tement critique en relation avec un couplage charge – densite´ qui, dans le cas qui nous
inte´resse, est un couplage a` trois corps. A` long terme, nous serons conduits a` de´velopper
la the´orie de perturbation autour du point critique et a` discuter les e´quations de Cal-
lan - Symanzik de´crivant le comportement critique. Dans cette e´tude on peut penser
que des contraintes comme les conditions de Stillinger–Lovett sur l’e´lectroneutralite´ ou
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la conductivite´ du milieu peuvent jouer un roˆle important. On peut se demander si les
fluctuations de charge et de densite´, dont on pense qu’elles sont fortement couple´es au
voisinage du point critique, modifient la charge effective dans le syste`me ou les proprie´te´s
de conductivite´ du syste`me ?
8.2.2 Autres syste`mes.
Les approximations de la the´orie des champs font apparaˆıtre des de´veloppements en
terme de puissances croissantes des fluctuations du champ. Pour des syste`mes denses ces
dernie`res doivent eˆtre petites et on peut espe´rer que les de´veloppements de la the´orie des
champs sont eˆtre assez rapidement convergents.
Les syste`mes coulombiens ne sont pas les seuls syste`mes que j’entends e´tudier. D’un
point de vue pratique, j’envisage d’e´tudier des syste`mes avec un potentiel de type Yu-
kawa, dans la mesure ou` ce type de potentiel permet d’effectuer des calculs analytiques
[XVII]. Qui plus est ce potentiel est re´miniscent du potentiel e´crante´ de la the´orie de
Debye–Hu¨ckel.
Un autre potentiel qui me semble inte´ressant est le potentiel de type gaussien,
re´cemment utilise´ pour mode´liser les interactions dans les polyme`res [77–82] en vo-
lume ou en phase inhomoge`ne. Dans un article [83], Stillinger note le fait qu’aux basses
tempe´ratures et faibles densite´s, ce mode`le gaussien se comporte comme des sphe`res dures
avec un diame`tre de plus en plus grand, conduisant a` une solidification du syste`me. Ceci
correspond a` un re´gime en the´orie des champs ou` justement les fluctuations sont faibles.
Il me semble que ce type de mode`le devrait permettre d’e´tudier des syste`mes denses, et
de voir s’il est possible d’aborder l’e´tude des transitions de phase de type liquide - solide
dans ce formalisme.
Avec M. Holovko nous avons commence´ a` envisager une the´orie des champs pour
de´crire les liquides pre´sentant des associations mole´culaires.
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8.3 Application a` des syste`mes complexes.
8.3.1 E´laboration de nouveaux outils.
Un autre inte´reˆt possible du formalisme de the´orie des champs est de pouvoir e´laborer
de nouvelles me´thodes pour de´crire les syste`mes complexes ou` les mole´cules sont com-
plexes ou bien forment des syste`mes autoorganise´s. Au chapitre 7, j’ai indique´ com-
ment l’utilisation d’une variable de champ et de constantes de couplage permettent
de mode´liser de manie`re simple certaines proprie´te´s microscopiques. Il est clair que
plus le syste`me est complexe, plus l’on s’efforce de mettre en place des outils d’ana-
lyse simples – e´tude des syme´tries ou de groupes de transformation. Ce type d’ap-
proche phe´nome´nologique permet de se focaliser sur des aspects pre´cis – localite´ ou
non localite´ des interactions ou proprie´te´s de me´lange des champs. Il serait inte´ressant
d’e´tudier le lien entre ces approches phe´nome´nologiques avec l’approche quantitative.
Pour les diffe´rents mode`les, je souhaite clarifier quel est le type d’approximation (re-
sommation topologique, approximation locale ...) ne´cessaire pour obtenir le Hamiltonien
phe´nome´nologique en partant du Hamiltonien exact. Une telle de´marche permettrait
de donner une interpre´tation microscopique aux diffe´rents e´le´ments des Hamiltoniens
phe´nome´nologiques, tel que cela a e´te´ e´bauche´ pour les constantes de couplage [VI].
Des outils tels que l’analyse en groupe de Lie ont ici tout leur sens. Par exemple,
l’existence de plusieurs composants est a priori lie´e a` diffe´rentes e´chelles de longueur.
Meˆme si l’on ne connait pas le de´tail des interactions microscopiques, l’on peut se de-
mander que devient la structure en groupe de Lie, faut-il conside´rer une structure de
groupe de Lie a` plusieurs parame`tres et que peut-on dire alors sur les proprie´te´s du
syste`me. Dans le meˆme esprit, l’utilisation de champs permet d’envisager une analyse
en terme de de´composition spectrale qui doit, elle aussi, permettre de mieux cerner et
discuter la physique des diffe´rents syste`mes.
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8.3.2 Liquides ioniques.
A` long terme, je pense appliquer les diffe´rents outils d’analyse de la the´orie des
champs a` la compre´hension des liquides ioniques, e´tudie´s expe´rimentalement au sein
du laboratoire par l’e´quipe de Pierre Letellier. Ces syste`mes ont des comportements tre`s
inte´ressants. Le fait qu’ils soient liquides a` tempe´rature ambiante et qu’ils aient la faculte´
de dissoudre a` la fois les espe`ces mole´culaires et ioniques reste a` e´lucider. En outre, ces
syste`mes exhibent des phases mettant en valeur des phe´nome`nes d’autoorganisation.
Ainsi, ils partagent de nombreuses proprie´te´s avec l’eau, connue pour eˆtre un solvant
tre`s particulier.
Ces syste`mes posse`dent plusieurs proprie´te´s qui justifient d’aborder leur e´tude par une
approche de la the´orie des champs. Les ions sont constitue´s d’une partie polaire et d’une
partie organique. Ils combinent a` la fois la proble´matique des syste`mes coulombiens, celle
des syste`mes denses et celles de syste`mes complexes. C’est pourquoi j’envisage d’aborder
leur e´tude en discutant la compe´tition entre interactions coulombiennes et interactions
spe´cifiques.
Pour mettre en œuvre ce projet, je participe avec Mireille Turmine a` une e´tude sur
les volumes molaires partiels dans ces milieux liquides ioniques. Pour commencer une
caracte´risation des interactions, nous nous sommes focalise´s sur l’e´tude de solute´s dans
le NEA (nitrate d’e´thylammonium qui est un liquide a` tempe´rature ambiante) ayant la
meˆme teˆte polaire que le solvant et des chaˆınes carbone´es de longueur variable. Un fait
remarquable dans ces syste`mes est l’existence de phe´nome`nes d’aggre´gation ne s’accom-
pagnant d’aucune modification du volume molaire partiel du solute´. Ceci se de´marque
des observations des phe´nome`nes d’aggre´gation dans les milieux aqueux, pour lesquels
il existe un changement de volume molaire ge´ne´ralement attribue´ a` la re´organisation du
solvant autour du solute´. Une autre approche pour comprendre la spe´cificite´ de ces mi-
lieux, est d’e´tudier les proprie´te´s de transfert d’ions entre une phase aqueuse et une phase
liquide ionique tre`s hydrophobe. Ce travail en collaboration avec Juliette Sirieix Plenet,
Laurent Gaillon et l’e´quipe de Marcin Opallo a` Varsovie s’appuie sur des me´thodes
e´lectrochimiques.
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8.4 Vers de nouvelles me´thodes de simulation ?
Jusqu’a` pre´sent, nous avons constate´ que le formalisme de la the´orie des champs pose
des questions originales et introduit des manie`res nouvelles d’aborder les proble`mes. Je
pense que ce formalisme devrait aussi permettre d’envisager de nouvelles me´thodes de
simulation nume´rique.
L’e´valuation des grandeurs physiques, en the´orie des champs, se fait en calculant
une inte´grale fonctionnelle – en sommant les contributions de l’inte´grant pour diffe´rentes
configurations du champ. Simuler nume´riquement de telles inte´grales introduit de nou-
velles proble´matiques. On peut envisager de repre´senter ces champs en conside´rant une
de´composition spectrale sur une base de fonctions ade´quates. C’est-a`-dire pour laquelle
un nombre limite´ de composantes spectrales suffirait a` de´crire efficacement le proble`me.
Dans ce cadre, des proble`mes cruciaux tel que celui du temps de calcul n’ont pas la meˆme
signification que dans le cadre des simulations usuelles ou`, par exemple, c’est le nombre
de particules simule´es qui repre´sente une limitation.
Un autre aspect important de la the´orie des champs est celui de se preˆter a` la
mode´lisation dans le cadre de Hamiltoniens phe´nome´nologiques. Cette mode´lisation peut
se faire a` plusieurs niveaux. On peut, par exemple, re´interpre´ter les champs comme e´tant
des densite´s de matie`re pour des e´chelles me´soscopiques. Aussi au chapitre 7, nous avons
vu que l’on peut grandement simplifier les interactions, en les re´duisant par exemple a`
des constantes de couplage traduisant l’affinite´ entre espe`ces. De telles simplifications
pourraient permettre d’aborder l’e´tude de situations complexes telles que l’e´tude de la
distribution spatiale des composants d’un me´lange a` une interface ou` une approche di-
recte a` l’e´chelle microscopique serait difficile a` envisager. De telles e´tudes structurelles
pourraient avoir un inte´reˆt dans des domaines divers pouvant aller de l’e´lectrochimie aux
sciences du vivant.
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